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1. Einleitung und bisherige Ergebnisse

1.1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beweist einen Ergodensatz fiir iterierte Kerne, die gewissen
Kontraktionsbedingungen geniigen.

Wir betrachten einen Markov-ProzeB Z* auf einem polnischen Raum S. Der ProzeB ist
N

gegeben durch einen Startpunkt x € S und einen Ubergangskern K(x,*)=)_ pri( X, *)
i=1

Ki(x,®) ist fiir i = 1, ..., N Ubergangskern auf S mit zugeordneter Wahrscheinlichkeit p;,
N N
= . .o o . N P
.= 1; K bzw. die K; sind im Schnitt kontraktiv, d.h. , AK )1 N,
i=Lip1 1 e K| sind im Sc ontraktiv, Eldw(*\u(1 1) = 1d, (v, M)
wobei dw die Wassersteinmetrik auf #74(S) und r < 1 ist. Beim ProzeB Z° wird zu jedem
Zeitpunkt ein K; gem#B der p; ausgewihlt, und dann wird abhéingig von K; fortgeschritten;
der ProzeB befindet sich also zur Zeit n+1 in einem Punkt X541 € S, der sich aus x, sowohl

aus der zufilligen Wahl von p; als auch aus dem durch K; bedingten Zufall ergibt. Fiir
Z= ZX) isti= {( .13 ) Isik= N Vi e Q= NWundoet=s"">k o xes

der beliebige Startpunkt des Prozesses, und j ist der Zeitparameter. | ist das eindeutige
invariante Ma8 fiir den ProzeB in dem Sinne, daB p = pK, und auf Q erhalten wir via

Ionescu-Tulcea Py, die Verteilung des Prozesses Z’;(E) bei Start in x.

Unter diesen Voraussetzungen zeigen wir fiir beliebigen Startpunkt x € S:

10 4
a,.; f(zj(a)) f fde Vied(s) P-fs.

Die empirische Verteilung des durch eine endliche Kollektion von Kernen mit dieser
schwachen Kontraktivititseigenschaft gegebenen Markovprozesses Z?(E)') konvergiert also

fast sicher schwach gegen das fiir den Prozef eindeutige invariante attraktive Maf p fiir
beliebigen Startpunkt. Insbesondere 18t sich p durch eine typische Trajektorie des
Prozesses "erzeugen", fiir ein p-randloses BC S ist
#{k0<k=n Z*@)cB)

i Zk‘ = j = p, (B)

lim

P -fs..
n—sco n+1 X

Damit leisten wir eine Verallgemeinerung der in [BE] und [E] vorgestellten Ergebnisse in
der Weise, daB der Ubergangsmechanismus der Markovkette nun einen doppelten Zufall
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beinhaltet, wihrend in [BE] und [E] bei festem Startpunkt die Trajektorie des Prozesses

Z?(i) allein durch die Folge 1 = (i1, ip, i3, ...) der Indizes zufillig aus einer endlichen Menge

{ w1, W2, ..., WN } ausgewihlter Transformationen bestimmt wurde. In der vorliegenden

Arbeit I48t sich auch bei bekanntem Startpunkt x mit der Folge K1 s Ki , Kl , .. der zufillig
1

2 3
ausgewihlten Kerne nicht mehr, wie bei Transformationen, zu jedem Zeitpunkt der genaue

Aufenthaltsort einer Trajektorie des Prozesses Z’J,‘(@) im Raum (S, d) angeben, und
zusitzliche Uberlegungungen werden notwendig.

In Kapitel 3.3 liften wir die Betrachungen von [BE] und [E] vom Zustandsraum S auf den Ra-
um (#(S), dw) der Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit der Wasserstein - Metrik, in dem

die Kerne Kj(x,*) die Funktion haben, die im urspriinglichen Modell von [BE] und [E] auf
S den Transformationen zufiel: Sie erzeugen einen ProzeB Z: (1) von Verteilungen auf (S, d)

als Folge von Punkten auf (#4(S), dw), die vom Startpunkt v und von i abhéngt; der den
Kernen inhérente Zufall spielt auf 77(S) keine Rolle mehr. AuBerdem zeigen wir die
Existenz eines eindeutigen attraktiven invarianten MaBes p. € 74 (#1(S)) fiir den Proze

_Z':!’(‘i).

Gegen dieses MaB p konvergiert schwach die empirische Verteilung des Prozesses ZZ(‘i)
fiir jeden Startpunkt v € Z4(S) fiir fast alle 1. In Kapitel 3.4 ergibt sich die uns

interessierende eindeutige attraktive invariante Startverteilung p fiir den ProzeB Zﬁ@ als

IntensititsmaB von p. Dadurch lassen sich einige Eigenschaften von Z;(i)« iibertragen auf

das Geschehen auf (S,d), die verkniipft werden konnen mit iiber ein Martingalargument
erhaltenen Aussagen iiber den zusétzlichen, dem Kern inhérenten Zufall. So erhalten wir
die Hauptaussage der Arbeit, Satz 3.4.2, iiber die fast sichere Konvergenz der empirischen
Verteilung eines aus der zufilligen Iteration von Kernen gewonnenen Prozesses gegen das
eindeutige attraktive invariante Ma8 fiir beliebigen Startpunkt.

In Kapitel 2 geben wir eine Einfiihrung zu Systemen iterierter Funktionen mit Einblicken
in die fraktale Geometrie. Das scheint uns auch im Rahmen einer wahrscheinlichkeitstheo-
retischen Arbeit aus historischen (sofern man bei Zeitrdumen von 10 Jahren von historisch
sprechen kann) und methodischen Griinden sinnvoll. Historischer Grund ist der Zugang
von [RE] und [E] zur Problematik von ergodischem Verhalten fiir wahrscheinlichkeits-
theoretische Prozesse, wie sie von einem System iterierter Funktionen beschrieben
werden, eben iiber die fraktale Geometrie; die enorme Unterstiitzung der Anschauung der
wahrscheinlichkeitstheoretischen Geschehnisse durch die Kenntnis fraktalgeometrischer
Zusammenhiinge 148t der Einfihrung auch methodisch eine Bedeutung zukommen.
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1.2 Bisherige Ergebnisse

Im folgenden stellen wir die Entwicklung der mathematischen Beschiftigung mit fraktaler
Geometrie und Systemen iterierter Funktionen (IFS fiir Iterated Function System) kurz dar.

‘Die mathematische Grundlage fiir die fraktale Geometrie legte Hutchinson 1981 ([H]) mit
seinem Artikel iiber selbstdhnliche Mengen mit nicht-ganzzahliger Hausdorffdimension.
Darin betrachtet er kompakte Mengen A, die beziiglich einer endlichen Kollektion
kontraktiver Transformationen wj invariant sind, und konstatiert, da A der Abschluf der

Fixpunkte der endlichen Kombinationen W, W, ..W, von Transformationen ist.
1 2 k

AuBerdem stellt er fest, da8 fiir XC'S und W(X) = U 51 wi (%) in der Hausdorffmetrik

W'(X) —A. SchlieBlich zeigt er, daB A Triger verschiedener MaBe sein kann, die von der
Gewichtung der w; durch Wahrscheinlichkeiten p; abhéingen.

Barnsley und Demko ([BD]) fiihren den Begriff IFS ein und bereinigen die Notation.
Zusétzlich leisten sie die Identifizierung des invarianten MaBes p auf A iiber das
invariante MaB auf dem Adrefraum Q. |

Bei Diaconis und Shahshahani ([DS]) steht die computerunterstiitzte Bilderzeugung im
Mittelpunkt. Sie betrachten affine kontraktive Transformationen wj auf dem R%und

erzeugen ein Computerbild, indem sie gemaf [H] die Fixpunkte der endlichen

Kombinationen W, W, W, fiir ausreichend groBes j zeichnen. AuBerdem betrachten sie
1 2 k

die Markov - Kefte x; = wj X;j.1 und interpretieren sie als dynamisches System, so daB sie

mit dem Ergodensatz zu einer schwachen Konvergenz der empirischen Verteilung gegen p
fiir fast alle Adressen 1 und fast alle Startpunkte x auf dem Attraktor gelangen. Dieses
Ergebnis erhalten sie mit stirkeren Bedingungen an die Transformationen auch fiir
beliebigen Startpunkt.

Barnsley und Elton ([BE]) fordern von den verwandten Kontraktionen nicht mehr strikte
Kontraktivitit, sondern nurmehr Kontraktivitit im Schnitt und beweisen auch fiir diese
Voraussetzung die Existenz eines eindeutigen attraktiven invarianten MaBes, das jedoch
nicht mehr einen kompakten Triger haben muB.

In [BDEG] wird von Barnsley, Demko, Elton und Geronimo diese Existenz bewiesen unter
der zusitzlichen Voraussetzung, daB die Wahrscheinlichkeit, mit der zum Zeitpunkt n eine
Transformation ausgewihlt wird, die den weiteren Verlauf der Trajektorie bestimmt, auch
abhiingen soll vom Aufenthaltsort zur Zeit n.

Elton schlieBlich zeigt in [E], daB mit den Voraussetzungen aus [BDEG] eine Konvergenz
der empirischen Verteilungen gegen pi nicht nur fiir fast alle Adressen 1 fiir fast alle
Startpunkte auf dem Attraktor eintritt, wie mit dem Ergodensatz aus [BDEG] gefolgert werden
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kann, sondern da} diese Konvergenz fiir beliebigen Startpunkt eintritt, ein Ergebnis, das
insbesondere fiir die Computersimulation mit Systemen iterierter Funktionen interessant
ist.

Zur Einfithrung in das Thema empfiehlt sich das Buch von Barnsley ([B]), das auch
unserem Kapitel 2 zugrunde liegt. Darin werden neben Systemen iterierter Funktionen
auch andere fraktale Sachverhalte behandelt, so z.B. Julia - Mengen und das
‘Mandelbrotsche Apfelménnchen. Auch werden Betrachtungen zu fraktaler Dimension und

der Verwandschaft zur Hausdorffdimension angestelit, woduch der Begriff ,,Fraktal* erst
verstindlich wird.

Wiihrend sich unsere Arbeit mit der Erzeugung eines Atftrakfors mit gegebenen Kernen und
Wahrscheinlichkeiten beschiftigt, betrachten Vrscay und Roehrig ([VR]) aufbanend auf
[BD], [DS] und [BDEG] und ausgehend von den darin behandelten Momenten von
invarianten MaBen das sogenannte inverse Problem, bei dem es darum geht, einen
gegebenen Attraktor und das zugehérige MaB durch ein IFS mit Wahrscheinlichkeiten
moéglichst gut anzundhern. Diese nichtlineare Approximation ist interessant zur
computergestiitzten Datenkomprimierung. Auch Graf [G] stellt 1992 die von uns
verwandten Ergebnisse von [BE] und [E] kurz dar und spricht das inverse Problem an,
liefert jedoch keine neuen Ergebnisse.
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2. Einfiihrung zu Systemen iterierter
Funktionen

In dieser Einfiihrung werden die Grundbegriffe der Theorie der Systeme iterierter
Funktionen dargestellt, sowie Zusammenhinge zu dynamischen Systemen erldutert und
schlieBlich MaBe auf den zuvor konstruierten Attraktoren von Systemen iterierter

Funktionen betrachtet.
Das Hauptaugenmerk liegt darauf, das inhaltliche Umfeld der vorliegenden Diplomarbeit
anschaulich darzustellen, ohne daB der Anspruch erhoben wird, das Thema "Systeme

iterierter Funktionen" umfassend abzuhandeln. Daher verzichten wir hier auf die
Wiederholung von Beweisen, die sich simtlich in der Literatur finden lassen.

Die Einfiihrung basiert auf [B].

2.1 Systeme iterierter Funktionen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, den Begriff "System iterierter Funktionen" einzufiihren und
mit Hilfe eines Fixpunktsatzes den zugehérigen Attraktor zu erhalten, der unter
kontraktivenTransformationen invariant ist.

Definition 1

Eine Transformation f: S — S auf einem metrischen Raum (S, d) heilt kontraktiv oder
Kontraktionsabbildung, wenn es eine Konstante 0 < s <1 gibt, so daB

d(fx), f(y))=s-d(x,y) VxyeS.
Jede solche Zahl s heilt Kontraktivititsfaktor fiir {.

Definition 2
Sei (S, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Wir bezeichnen mit /#(S) den Raum, dessen
Punkte die nichtleeren kompakten Teilmengen von S sind.

Seix €S, B € A4(S). Wir definierend’ (X, B) :=min { d (X, y ) : y €B } als den Abstand
vomt Punkt x zur Menge B.

Seien A, B € A4(S). Wir definieren d” (A, B) :=max { &’ (X, B) : x€ A } als den Abstand
von der Menge A zur Menge B.

Wir definieren den Hausdorff - Abstand zwischen Punkten A und B in /#(S) durch
h(A,B):=min{d”’ (A, B),d" (B,A)}.
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Bemerkung 1

Im allgemeinen ist d”” (A, B) = d” (B, A), d ist also keine Metrik. ( #(S), h ) ist
vollstindig, h ist eine Metrik auf /#(S) und héngt ab von d auf S.

Satz 1 (Fixpunktsatz)

Seif: S — S eine Kontraktionsabbildung auf einem vollstindigen metrischen Raum (S, d).
Dann besitzt f genau einen Fixpunkt xf € S, dariiberhinaus konvergiert fiir jeden Punkt

xS die Folge { f'(x):n=0,1,2, ... } gegenxg, d.h. lim ffx)=x, VxeS.

n—>co f

Lemma 1

Sei w: S — S eine Kontraktionsabbildung auf dem metrischen Raum (S, d) mit
Kontraktionsfaktor s. Dann ist w: /#(S) — ~#(S) definiert durch

wB):={wx):x€B} VBeHAS)
eine Kontraktionsabbildung auf ( /#(S), h(d) ) mit Kontraktionsfaktor s.

Lemma 2
Sei (S, d) metrischer Raum. Seien {w;:i=1, 2, ..., N } Kontraktionsabbildungen auf
(A#(S), h(d) ). Sei s; Kontraktionsfaktor fiir w; fiir jedes i.

Wir definieren W: o#(S) — +#(S) durch
N
W(B) :=w1(B) Uw2(B)U ... UwN(B) = '91 w.(B) V B e #(S).

Dann ist W eine Kontraktionsabbildung mit Kontraktionsfaktor
s=max {sj:i=1,2,..,N}.

Definition 3

Ein System iterierter Funktionen (IFS fiir iterated function system) besteht aus einem
vollstindigen metrischen Raum (S, d) mit einer endlichen Menge von
Kontraktionsabbildungen w; mit zugehorigen Kontraktionsfaktoren s; fiirn = 1, 2,..., N, die

Notation fiir das IFS ist { S; w1, w2, ..., wN }. Der Kontraktionsfaktor des Systems ist
s=max {sj:i=1,2,.., N}
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Satz 2

Sei { S; wy, wa, ..., Wy } ein IFS mit Kontraktionsfaktor s. Dann ist die Transformation
W: A(S) — #(S) definiert durch

N

WB)= U wi(B) V B e A#(S).
i=1
eine Kontraktionsabbildung auf dem vollstindigen metrischen Raum (##(S), h(d)) mit

Kontraktionsfaktor s, das heit ((W(B), W(C)) = s - (B, C) V B, C € #4(S).
Fiir den eindeutigen Fixpunkt A € /#(S) gilt

N
A=W(A) = UwA).

i=1

Er ist gegeben durch A = lim W*(B) fiir jedes B € 4(S).

n—>»oo

Definition 4
Die Iteration der Transformation W aus Satz 2 heiBt deterministischer Algorithmus zur
Berechnung von A.

A heif3t der Attraktor des IFS.

Bemerkung 2

Der Attraktor eines IFS ist in der Regel ein Fraktal, d.h. er hat eine nicht-ganzzahlige
Hausdorff - Dimension (siche 2.4).

Bemerkung 3

Zur Veranschaulichung von Satz 2 kann als vollstiindiger metrischer Raum R 2 mit der
euklidischen Metrik dienen. Eine Kontraktion w; hat dort die Form wix = Aix + ¢;, wobei

A, eine kontraktive 2x2 - Matrix ist, fiir die also | Aix | <| x| V x= 0 gilt, x ERZ, c,€ R2

Sie bewirkt imIR? die Verringerung des Abstandes zwischen transformierten Punkten
gegeniiber dem Abstand der urspriinglichen Punkte, wihrend sie in »#(R 2) eine kompakte

Teilmenge des R 2 in eine "kleinere" fiberfiihrt. Durch Kombination kontraktiver
Abbildungen und anschlieBende Iteration erhilt man mit Satz 2 eine beziiglich der
Kombination der Abbildungen invariante Menge, die durch das IFS eindeutig bestimmt
und unabhingig von der Startmenge der Iteration ist.
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Beispiel 1

Ein Sierpinski - Dreieck im R Zyird gegeben durch die Transformationen
X\=/ 05 0 \(x}4(O
W‘(Y) (0 0-5)(Y) (1)
x\=( 05 0 \(x)4+({O
"(3)7(% o5 ) (5)* (o)

x\=-{05 0 x\+(1)\.
W3(y) ( 0 05 )(y) (0)
Die drei Transformationen bewirken jeweils eine Stauchung und eine Verschiebung der
N
Ausgangsmenge. Durch Iteration von W(B) = U wi(B) ergibt sich ein Sierpinski - Dreieck
i=1
gemiB Satz 2 unabhiingig von der Startmenge. Gezeigt sind die ersten acht Iterierten fiir

drei verschiedene Startmengen. Schon nach wenigen Schritten der Iteration 148t sich eine
Konvergenz zum Attraktor Sierpinski - Drejeck erkennen.
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2.2 Dynamische Systeme und IFS

In diesem Kapitel wird das Konzept von Adressen von Punkten auf dem Attraktor eines
Systems iterierter Funktionen eingefiihrt. Mit Hilfe der Adressen 148t sich dem IFS ein
dynamisches System mit verwandten Eigenschaften zuordnen. Dazu konstruieren wir eine
stetige Transformation vom zum IFS gehorigen AdreBraum auf den Attraktor des IFS.

Definition 1
Sei { S; w1, W2, .., WN }ein IFS. Der zum IFS gehirige Adrefiraum (Q, dc) sei definiert
durch @ = NN= {i=(iy, iz, ...): 1sixksNVk} und
o |ji-i’
'n

|
, L VvireQ
¢ 2=1 (N+1)"

Satz 1
Sei (S, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Sei { S; W1, W2, ..., WN }ein IFS mit Attraktor

A. Sei (R, d) der zum IFS gehérige AdreSraum. Fiir jedesi€ Q,neNundx €S sei

Kimy
Yn(l) =W OW, S W, ().
1 2 n

Dann existiert
ofi) = lim Y*(3),
n—>co h
gehért zu A und ist unabhéingig von x € S.

Wenn K kompakte Teilmenge von S ist, dann ist die Konvergenz gleichmiBig iiber x € K.
Die Funktion ¢: Q — A ist dann stetig und surjektiv.

Bemerkung 1

In [H] wird die Existenz des Attraktors zunéchst nur mit den Mitteln von Satz 1 bewiesen
und der Attraktor definiert als die Vereinigung der ¢(i).

Im folgenden schreiben wir auch w;x fiir wi(x) und wj ... wix fiir W ..t Wj(x).
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Definition 2

Sei { S; w1, W2, ..., WN } ein IFS mit zugehorigem Adrefiraum Q. Sei ¢: Q@ — A die stetige
Funktion aus dem AdreBraum auf den Attraktor aus Satz 1. Eine Adresse eines Punktes a €
A ist jedes Element der Menge ¢-1(a) = {1€Q: ¢(D) =a }.

Diese Menge heiBt Menge der Adressen von a € A. Das IFS heiBt tofal
 unzusammenhdngend, wenn jeder Punkt des Attraktors genau e¢ine Adresse hat. Das IFS
heiBt beriihrend, wenn es nicht total unzusammenhingend ist, aber der Attraktor eine
nichtleere Menge M enthiilt, die offen in A ist, so daB

i) wiM) NwM) =@V i,j€ {1,2, ..., N} miti=j,

N
i) U w(McM.
i=1

Das IFS heift iiberlappend, wenn es weder total unzusammenhéngend noch beriihrend ist.

Bemerkung 2

Dieses Konzept ermdglicht es, Punkte auf dem Attraktor diber ihre Adressen zu
identifizieren und Aussagen iiber den Attraktor zuriickzufiihren auf leichter zu treffende

Aussagen iiber den Adrefiraum.

Mit Satz 1 ergibt sich, daB eine Trajektorie Yz(i) konvergiert, was dadurch anschaulich

wird, daB zum Zeitpunkt n die ersten n Ziffern der Adresse i des zugehdrigen Punktes
bekannt sind, dieser also auf dem Attraktor mit fortschreitender Zeit immer besser
lokalisierbar ist.

Beispiel 1

Mit den Transformationen fiir das Sierpinski - Dreieck aus Beispiel 2.1.1. lassen sich
einzelnen Punkten auf dem Dreieck Adressen zuordnen und ganzen Bereichen auf dem
Dreieck die ersten Ziffern der Adressen ihrer Punkte.

\ Rechts und links sind die
ersten Ziffern der Punkte
1 in den Teildreiecken
angegeben. Die IPANI
Transformationen sind
2) 3 gewihlt wie in Beispiel 21 3
2.1.1. > D3

ey
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Dieses Sierpinski - Dreieck mit den Transformationen
aus Beispiel 2.1.1 ist berithrend, da nicht alle Punkte
- eine eindeutige Adresse haben, aber der Attraktor

S bbb ohne die drei Eckpunkte die Bedingungen fiir eine

3 offene Menge aus Definition 2 erfiillt.

1333... und

Dieses Sierpinski - Dreieck ist total
unzusammenhingend. Es gehort zu drei
Transformationen, die denen aus Beispiel 2.1.1
gleichen, aufler daB auf der Hauptdiagonalen der
Transformationsmatrizen jeweils der Stauchungsfaktor
0.45 statt 0.5 steht.

Dieses Sierpinski - Dreieck ist iiberlappend: auf der
Hauptdiagonalen der Transformationsmatrizen steht
jeweils 0.55 statt 0.5

Definition 3

Sei A der Attraktor eines IFS { S; w1, w2, ..., WN }. Ein Punkt a € A heiit periodischer
Punkz des IFS, wenn es eine endliche Folge von Zahlen (i(n) € { 1,2, ..., N}) nh:l gibt, so
daB

3=, o0 VvV ) (a) ist. (*)

Wenn a € A periodisch ist, heiBt die kleinste Zahl M, fiir die (*) gilt, die minimale
Periodenlinge von a, jede andere einfach Periodenlinge von a.

Bemerkung 3

Sei a € A periodischer Punkt, 1 der Punkt im zugehérigen Adrefraum, der definiert ist
durch 1=1M)iM-1)...1(1) iM) ... =IM) i{M-1) ... 1(1).

Dann ist ¢(i) = lim Y:(’i) =a.
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Definition 4

Ein Punkt i im AdreBraum, dessen zugehoriger Punkt a auf dem Attrakior periodisch ist,
beiBt periodische Adresse. Sind a und 1 periodisch nach einer endlichen Anfangsmenge,
heiBen sie schlieflich periodisch.

Satz 2
Der Attraktor eines IFS ist der AbschluB der periodischen Punkte des IFS.

Bemerkung 4

[DS] verwenden Satz 2 zur Erzeugung eines Computerbildes eines Attraktors von N

- Transformationen im IR 2. Sie niihern den Attraktor an durch die Berechnung aller NE
periodischen Punkte mit minimaler Periodenldnge k bis zu einem ausreichend groBen k.
Ein periodischer Punkt mit minimaler Periodenlénge 1 ist dabei ein Fixpunkt der
Transformation wj. Fiir ihn gilt wix = X, d.h. Ajx + cj =X, also

-1 .
x=(E2-A1.) - ¢, mit E2=((1) (1])

Fiir k = 2 werden alle N° Fixpunkte von wiwj, i, j € {1, 2, ..., N} ausgerechnet usw..

Definition 5
Ein dynamisches System ist eine Transformation f: S — S auf einem metrischen Raum (S, d)
und wird bezeichnet mit {S; f}. Der Orbit eines Punktes x € S ist die Folge (f" (x));o.

Definition 6
Sei {S; f} ein dynamisches System. Ein periodischer Punkt von f ist ein Punkt x € S, fiir

den £(x) = x fiir ein n € IN. Das kleinste n mit f'(x) = x heiBt dann minimale
Periodenlinge von x. Der Orbit eines periodischen Punktes von f heilt Zyklus von f.

Die minimale Periodenkiinge eines Zyklus von f ist die Zahl der verschiedenen Punkte, die
er enthilt.
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Lemma 1
Sei { S; w1, W, ..., wN } ein IFS mit Attraktor A. Wenn das IFS total unzusammenhéngend
ist, dann ist fiir jedes i € {1, 2, ..., N} die Transformation wj: A— A injektiv.

Definition 7

7 Séi { S,Wl, W2, ..., WN } ein tbtal uﬁzﬁsammenﬁﬁhgenﬂes IFS mit Attraktor A. Die
zugehorige Shift-Transformation auf A ist die Transformation R: A — A definiert durch R(a)
= w'il(a) firae wi(A), wobei w; als Transformation auf A angesehen wird. Das dynamische
System {A; R} heifit das zum IFS gehérige Shift-dynamische-System.

Lemma 2
Sei { S; w1, W, .., WN } ein total unzusammenhingendes IFS, {A; R} das zugehorige Shift -
dynamische - System, und T: Q — Q sei definiert durch

T((il’ iz, )) = ( i2, iy ) fiir alle T = (il, i2,‘ ) eQ.

Dann sind die zwei dynamischen Systeme dquivalent oder topologisch konjugiert d.h., es
gibt einen Homomorphismus y: A — Q, so da

RE) =y eTepx) VxcA ud T@=y Reyll) VieQ
ist.

Der Homomorphismus ist gegeben durch ¢:  — A aus Satz 1.

Bemerkung 5

Die Aquivalenz der beiden Systeme kann benutzt werden, um mit Hilfe des Systems {T, Q}
Aussagen iiber das System {A, R} zu machen. So haben beide Systeme z.B. die gleiche
Anzahl von Zyklen mit Periodenlénge n €N.

Bemerkung 6

Man kann die Eigenschaften eines total unzusammenhingenden IFS erweitern auf
beriihrende und iiberlappende Systeme iterierter Funktionen, deren Attraktor als Projektion
eines Attraktors eines total unzusammenhingenden IFS héherer Dimension angesehen
wird.
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Bemerkung 7
Sei { S; Wy, W2, ..., wN } ein IFS mit Kontraktionsfaktor s < 1. Die bei der numerischen

Berechnung des Orbit des zugehérigen Shift - dynamischen - Systems auftauchenden
Fehler fiihren dazu, daB bei vorgegebenem Startpunkt xg € A der Abstand des tatséichlichen

Orbits vom berechneten Orbit schlieBlich nur durch den Durchmesser des Attraktors A
beschrinkt wird. Es 148t sich jedoch zeigen, daB es zu jedem numerischen Orbit

[

{ X }n=0 mit d ( X’n+1’ R(X’n)) < 0 < diam (A)

einen exakten Orbit
{ x = R“(xo)}n‘:o gibt, so da d ( o S S ) < %_—S% firallen=1,2, ...

gilt.

Definition 8
Sei (S, d) metrischer Raum. Eine Teilmenge B C S heit dicht in S, wenn der Abschlufl
von B ungleich S ist. Eine Folge (x ) “ von Punkten in S heiBt dicht in S, falls es fiir

jeden Punkt a € S eine Teilfolge (Xi )n:0 gibt, die gegen a konvergiert. Insbesondere

heiBt ein Orbit (xn);’o eines dynamischen Systems {S, f} dicht in S, wenn die Folge
(xn)n= 0 dicht in S ist.

Ein dynamisches System {S; £} heiBt sransitiv, wenn es fiir je zwei Teilmengen U und V
des metrischen Raums (S, d) eine endliche Zahl n gibt, so daB U N fn(V) # .

Es heiit empfindlich gegen Anfangsbedingungen, wenn ein d > 0 existiert, so daf es fiir
jedes x € S und jede Kugel B(x, €) mit Radius ¢ > 0 ein y € B(x, ¢) und eine Zahl n = 0 gibt
mit d (£'(x), £°(7) ) > 8. |
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Definition 9

Ein dynamisches System {S; f} heiit chaotisch, falls

i) es transitiv ist,

ii) es empfindlich gegen Anfangsbedingungen ist,

iii) die Menge der periodischen Orbits von f dicht in S ist.

Satz 3

Das zu einem total unzusammenhingenden IFS gehorende Shift-dynamische-System von
mindestens zwei Transformationen ist chaotisch.

Bemerkung 8

Falls 77 (L) die Anzahl verschiedener Zyklen der Priodenlinge L bezeichnet, ist z.B. fiir ein
IFS mit zwei Transformationen Z (1) =2, Z(2) =1, 7 (4) =3, 7 (5) =6, 7 (10) =99,

77 (20) = 52377. Da die Menge der periodischen Zyklen dicht im Attraktor eines IFS ist,
kann man ihn durch die Menge aller Zyklen einer endlichen Periodenlénge L annéhern.

Fiir L = 10000 und zwei Transformationen besteht eine solche Niherung aus

210000 pynikten, von denen jeder mit groBer Wahrscheinlichkeit auf einem Zyklus mit
minimaler Periodenlénge L liegt, d.h., daB mit Satz 3 der Orbit eines solchen Punktes den
Attraktor schon approximiert.

Bemerkung 9

Damit ist ein erster Zugang zu Fragen im Zusammenhang mit den uns besonders
interessierenden zufilligen Iterationen bei Systemen iterierter Funktionen méglich. Dabei
soll zunéichst ausgehend von einem Startpunkt x auf dem Attraktor in jedem Schritt eine der
Transformationen wi, w2, ..., wn zufillig und zunichst mit gleicher Wahrscheinlichkeit

ausgewiihlt und so mit der Iterationsregel x; = wj X;.1 eine Trajektorie

X, wilx, Wizwilx, Wiswizwi1x
im vollstindigen metrischen Raum S erzeugt werden. So erhalten wir einen zeitlich
diskreten Markov - ProzeB Zi(i) (vgl 3.1.2), der bestimmt wird durch den Startpunktx €S
und die von den Wahrscheinlichkeiten p; abhiingige Ubergangswahrscheinlichkeit K von
einem Punkt y € S in die Borelmenge B mit

N
K(y,B)=)pd__(B).

i=1 1V



2. Einfithrung zu Systemen iterierter Funktionen Seite 19

Auf der Untersuchung des asymptotischen Verhaltens eines solchen Prozesses liegt unser
Hauptaugenmerk.

Die Adressen der Punkte auf dem Attraktor hiingen ab von den zufillig gewihlten

Transformationen. Seii = (i1, iy, ... ) die Adresse von X, also x = ¢ (i) mit dem ¢ aus Satz 1,
die Anzahl der Transformationen sei N = 3, und sei 1322321132...21 eine zufillige Folge der
Linge 10%. Dann ist
WIX = ¢((1, i)) = q)((l’ il’ i1, '))
W, W X = (3B, 1,1)
www.w x=0(2,2311)

2231
W W, W, W W X = (3,2,2,3,1,1)

enssecssssnsnsecrencocanes . D T L TS L T

W W, .. W W W, W, W, X = $((2 1,...3,2,2,3,1,1))

der Beginn einer Folge von Punkten auf dem Attraktor bei gegebenem Startpunkt x = ¢(i),
d.h. der Beginn von Zi @1, ..,3,2,2,3,1,1) und, in umgekehrter Reihenfolge, also von
unten nach oben betrachtet, ein Ausschnitt aus dem Orbit des Shift - dynamischen -

Systems {A; R}, nimlich { R*®(2, 1, ... 3,2,2,3, 1, i)))}lffg"“". Von diesem Orbit und also

von der Trajektorie nach zufilligen Iterationen erwarten wir Dichtheit im Attraktor. Das legt
die Vermutung nahe, daB man mit dieser Trajektorie tatsichlich den Attraktor annéhern
kann. Genauere mathematische Betrachtungen dazu folgen nach der Einfilhrung.

Beispiel 2
Abgebildet sind fiir n=1, 2, 3, 4, 5 die ersten 10" Punkte auf einer Trajektorie, die wie in
Bemerkung 9 zustande kommt. Die Transformationen werden jeweils mit

Wahrscheinlichkeit% ausgewihlt, Startpunkt der Trajektorie ist der Punkt (0,0). Offenbar

approximiert die Trajektorie den Attraktor des zu den drei Transformationen gehdrigen IFS,
ein Sierpinski - Dreieck (w1 ist verschoben gegeniiber wy aus Beispiel 2.1.1.).
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10 Punkte 100 Punkte 1000 Punkte

4 %é égi%

10000 Punkte
Beispiel 3
Die Cantormenge 1Bt sich auffassen als Attraktor im IR der zwei mit sy 2= % kontraktiven
Transformationen
1
wl(x) =3%
1
w,(%) = 3X+3

In der Grafik sichtbar sind die ersten 6 Schritte des deterministischen Algorithmus aus
Definition 2.1.4., wobei die Startmenge das Intervall [0,1] ist. In jedem Schritt teilt sich die
bis dahin berechnete Menge gemiiB der Transformationen in zwei gleich groBe Teile,
wobei sich wie in Beispiel eins die Adressierung der Teile nach der angewandten
Transformation richtet und in jedem Schritt mehr der filhrenden Stellen der Adresse
bekannt werden (siche Bemerkung 2).
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11.. 1Z.. 21.. 22...
1212... 2211..

11111... 21221...

(LIt nu on HI H ll g BN

Die Adresse eines Punktes auf der Trajektorie von Zi(i) ist die Adresse des

vorhergehenden Punktes um eine Position nach rechts geshiftet und versehen mit der
Nummer i ( 1 = i= N ) der letzten Transformation an erster Stelle. Der Punkt 0 ist Fixpunkt

von wy und hat daher die Adresse (1, 1, 1, ...) = ip. Ein Proze Zi(i) wie in Bemerkung 9
konnte auf der Cantormenge also durch eine Folge von Adressen (2, ip), (2, 2, 1), (1,

2,2,1), (1, 1, 2, 2, ip) usw. représentiert sein, die in der Regel, ebenso wie Zﬁ(i), nicht

konvergiert. Der Punkt zur Zeit n der Trajektorie Yi(‘f) aus Satz 1 hat an den ersten n-1

Stellen der Adresse die gleichen Ziffern wie der Punkt zur Zeit n-1, an n-ter Stelle die
Nummer der letzten Transformation, so daB eine Folge von Adressen von Punkten auf der

Trajektorie von Y:(i) auf der Cantormenge (2, ip), (2, 2, ip), (2, 2, 1, 1p), (2, 2, 1, 1, ip) usw.
sein konnte. Das veranschaulicht die Konvergenz von Y:(i) gegen einen Punkt aus dem

umkreisten Bereich oben, die in Satz 1 beschrieben wird.
Die Ahnlichkeit von Yi(i) und Zﬁ(i), insbesondere die gleiche Verteilung endlicher

AdreBanfinge, wird im weiteren Verlauf noch verwandt, um die Existenz einer eindeutigen

attraktiven invarianten Startverteilung fiir Zz(i) zu zeigen.
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2.3 MaBe auf Attraktoren

In diesem Kapitel wird gezeigt, daB der Attraktor eines IFS als Tréger eines MaBes
angesehen werden kann, das von den Parametern des IFS abhéngt.

Definition 1
Em IFS mit Wdhr&cheinlickkéi?eﬁ besteht aus einem IFS { s§ VWV1,V Wz, s WN} zusammen

mit einer Menge von Zahlen { py, p2, ..., PN }. so dal

N
) p,=1und p,>0 fir i=1,2,..,N.

i=1

Die Wahrscheinlichkeit p; ist der Transformation w; zugeordnet.

Definition 2

Sei (S, d) ein kompakter metrischer Raum, 77(S) sei die Menge der
WabhrscheinlichkeitsmaBe auf S. Die Hutchinson -Metrik dy auf #7(S) wird definiert
durch

dH(}x.,v}=sup{ £ fdn- £ fdv: £:S—R,fstetig, | f{x)-fly) | = d(x, y) Vx,y}

V A, v e Z4(S) (vel. [B, S. 355).

Bemerkung 1
Wenn (S, d) kompakter metrischer Raum ist, so ist auch (#7(S), dg) kompakter metrischer

Raum.

Definition 3
Sei (S, d) kompakter metrischer Raum. Der zum IFS mit Wahrscheinlichkeiten
{S; w1, W2, ..., WN; P1, P2; ---» PN } gehorige Markov - Operator ist die Funktion

M: Z4(S) — 7#7(S) definiert durch

M(v)=p1v'w'11+p2v'w'21+...+pNv'W; fﬁralleve%/i(S).
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Satz 1

Sei (S, d) kompakter metrischer Raum, sei s € (0, 1) ein Kontraktionsfaktor fiir das IFS mit
Wahrscheinlichkeiten { S; wy, W2, ..., WN; P1, P2, ---» PN }, und sei M der zugehérige

Markov - Operator.
Dann ist M eine Kontraktionsabbildung beziiglich der Hutchinson - Metrik auf Z7(S) mit
_Kontraktionsfaktor s, d.h.

dH(M(v),M(u))ss-dH(v,u) Vv,uef/l(S).

Insbesondere gibt es mit Satz 2.1.1 ein eindeutiges MaB p € 77(S) mit M(u) = p.

Definition 4
u heiBt das invariante Maf des IFS mit Wahrscheinlichkeiten.

Bemerkung 2

Der Attraktor des IFS ist der Téger des invarianten MaBes. Der Markov - Operator leistet

eine Anniiherung an das invariante Ma8, indem er gleichzeitig die Triger der MaBe M"(v)
zum Attraktor konvergieren LBt und die Verteilung auf dem Tréger gemif den
Wahrscheinlichkeiten der Transformationen verfeinert.

Beispiel 1
Abgebildet sind die ersten Schritte der Verfeinerung des Mafles mit Hilfe des Markov -

Operators im R 2, Zum Start sei v die Gleichverteilung auf dem Attraktor der vier
Transformationen, dem Quadrat (0,0), (2,0), (0,2), (2,2).
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2 2
B | P | [ SO e oo
1°2/71°3/742/°43 konvergiert gegen das
I)z p3 pgjl % 1?4 p3 P1 p3 54 it\;a:]::r:e Maf auf dem
P2 P2 P3 PSPQ p3

Im linken Bildist py =p2 =
p3 =p4= 0,25, im rechten
istp1 =p4=0,4 und p2=p3
=0,1.

Bemerkung 3

Die Verwendung von Wahrscheinlichkeiten bei einem IFS hat bei der Anndherung eines
Attraktors mit der Hilfe zufilliger Iterationen wie in Bemerkung 2.2.9 zur Folge, da8 in
jedem Schritt eine Transformation mit der ihr zugeordneten Wahrscheinlichkeit ausgewihlt

wird.
Dabei approximiert der ProzeB Z:(i) nicht nur den Attraktor, sondern auch das invariante

MaB in der Weise, daB die relative Aufenthaltszeit der Trajektorie in einer Borelmenge B
asymptotisch gegen das invariante MaB von B konvergiert.




2. Einfithrung zu Systemen iterierter Funktionen Seite 25

Beispiel 2

Dargestellt sind zwei durch zufillige Iteration entstandene Sierpinski - Dreiecke mit den
Transformationen aus Beispiel 2.1.1 und den Wahrscheinlichkeiten py = pz = p3 = % fiir das
linke und p = 0,1, pz =0,3, p3 = 0,6 fiir das rechte Dreieck.

Wenn p das invariante MaB fiir das rechte Sierpinski - Dreieck ist, B die Teilmenge des

R? innerhalb des Kreises, dann ist
u(B) = u({x: die Adresse von x beginnt mit 31}) = p3 * p1 =0,06.
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2.4 Dimension von Fraktalen

Der Attraktor eines iterierten Funktionensystems ist ein Fraktal. Diese Bezeichnung
kennzeichnet eine der wesentlichen Eigenschaften der von uns untersuchten Gebilde:

Sie haben i.a. LebesguemaB 0 und besitzen keine ganzzahlige Dimension (daher ,,Fraktal‘‘)
[B].

Slerpmskl-Dreleck

Um aber trotzdem die Dimension von Fraktalen vergleichen zu konnen, ist es nétig, eine
geeignete Verallgemeinerung des Dimensionsbegriffes einzufiihren.

Definition 1 (Fraktaldimension)

Sei A c X, (X,d) ein metrischer Raum (z.B. (R " euklidische Metrik )).
Zu jedem £>0 sei N(A,¢) die minimale Anzahl e-Kugeln, um A zu iiberdecken.

D= lim { In (N(A.e)) }
g—0 In (1/8)

Wenn
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existiert, dann heift D die frakeale Dimension von A. [B]

Bemerkung 1

D®™) = n, d.h. die Fraktaldimension ist vertriglich zu der euklidischen Norm.

Beispiel 1 (Cantormenge)
Sei Ag = [0,1], N=2,

Wir erhalten mit

die Cantormenge fiir n—>0.

Fiir die Fraktaldimension D erhalten wir:

_ o [ NAg)
D=lim {W}

- lim 2182
=M 2 +amh3
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1
= "_'l 2 a3
D a2 a2

Beispiel 2 (Sierpinski-Dreieck)

Ausgehend von einer Menge Ag CR 2 perechnen wir mit dem deterministischen
Algorithmus (s. Definition 2.1.5) die sukkzessiven Mengen

mit N=3 und

mit a,b,c,d,e.f geeignet gewihit.

N
An+1 = j__l:lle(An) (n=1,2,)

Wir betrachten die Folgenglieder von {Ap}, Ag sei der ,,Smiley"‘ .

Sei Ag dem Einheitsquadrat einbeschrieben.

Aj



2. Einfithrung zu Systemen iterierter Funktionen

Seite 29

Ay As

Wir sehen hier nochmals die Unabhéngigkeit des Attraktors von der Startmenge.

Wir bendtigen im n-ten Schritt 3" e-Kugeln mit Radius 2+ gy Uberdeckung von Ay,

Es ergibt sich:

Eine andere Erweiterung des Dimensionsbegriffes ist die Hausdorffdimension. Wir werden

sehen, daB in bestimmten Situationen die Fraktaldimension und die Hausdorffdimension
iibereinstimmen. Die folgenden Betrachtungen sind aus [B], [H].

Definition 2

Sei m>0, m €N und A eine beschrinkte Teilmenge des metrischen Raums R ™, eukl.
Metrik).

Sei
diam(A) = sup { dxy:xyeA J

Sei0 <eg <oound 0 < p <. »# bezeichne die Menge der Folgen von Teilmengen
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{AicA},s0daBA= UA.

i=1
Wir definieren

A7 (A,p,e) = inf { izl(diam(Ai))p: [A}€~# und diam(Ai), < e fiir i=1,2,3,... }

Sei
A (A,p) = sup { 77 (A,p.e): €>0 ).

Dann existiert fiir alle p € [0,0] ein Z7(A,p) € [0,>].

Fiir jedes p € [0,%0) ist das oben definierte 77(A,p) das p-dimensionale Hausdorffmap von
A

Lemmal

Sei m>0, m €N und A eine beschrinkte Teilmenge des metrischen Raums R M eukl.
Metrik). Sei 77(A,p) die in Definition 2 definierte Funktion. Dann gibt es ein eindeutiges
Dy € [0,m], so da8 [B]

oo wenn p<D,, und p& [0,00],
0 wenn p>D; und p €[0,%].

W/‘Ap)={

Definition 2 (Hausdorffdimension)

Sei m>0, m €N und sei A eine beschrinkte Teilmenge des metrischen Raums R ™, eukl.
Metrik). Dann ist Dy die Hausdorff-Dimension von A.
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Lemma?2

Wenn das IFS total unzusammenhingend oder berithrend ist, so stimmen die
Fraktaldimension und die Hausdorffdimension iiberein [B]{H]. d.h.

D(A) = DA) =D mit D e[0,m] R m)

D ist dann die eindeutige Losung von

N D
D=k§1!Sn| =1.
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3. Ergodensatz fiir iterierte Kerne

3.1 Modell und Notationen

Im folgenden stellen wir zuerst das in [BE] und [E] betrachtete Modell vor und erweitern

dieses dann auf eine allgemeinere Situation.

Das bisherige Modell
Das in [BE] und [E] beschriebene Modell ist das folgende:

Sei (S,d) ein vollstindiger, metrischer Raum, S nicht notwendig kompakt. Seien w;

(i=L,...,N) Lipschitz-Transformationen von S nach S mit zugeordneten
Wahrscheinlichkeiten pj und ) "} p,= 1 und Startpunkt xp € S.

Durch den stochastischen Kern K,
N

K(x,*) = Z pi ﬁwx(.) s
1= i
ist dann ein Markoffproze definiert.
* Kein w; muB eine Kontraktionskonstante kleiner 1 besitzen. Wir fordern lediglich eine
Kontraktivitit im Durchschnitt (CIM = Contraction in the Mean).

Definition 1 (CIM, Contraction in the Mean)
Es gelten obige Voraussetzungen.

Wenn

N
[T d(wlx,wiy)pi =rd(xy) mitr<lundVx,y€S
i=1

gilt, dann ist der durch K(x,*) gegebene Markoffproze im Schnitt kontrahierend.

Die Trajektorie des Prozesses {xo,Wi X,W, W, X,.--} erzeugt das Fraktal als Teilmenge von S.
1 2 1
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Lemma 1
Die Voraussetzungen seien wie oben.
CIM ist dquivalent zu
d(zX 7z
El log_\ "1/ | <0
d(x.y)

Beweis:

N P,

H d(wix,wiy) i<rdxy)

i=1

N
< ) p, log d(wi,wi) < log r + log d(x,y)
i=1
N N
PN E_;pi log d(wi,wi} <logr+ Zipi log d(x,y)
1= =
N d(w.,w.)
< Jog A\ L Y<logr
5P )
Dalogr<0
a{z%z¥
« El log _(_Lﬁ <0
d(xy) _
n

Definition 2

Sei der AdreBraum Q = NN= { 1= (i, i, ...) 1 1=ixksNVk}
Eine Adresse 1 legt die Reihenfolge der Anwendung der Abbildungen wj fest.

PQ sei das Produktmaf} auf €.

Fiir jedes x € S definieren wir eine Folge Zi(i) : Q — S durch
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Die Folge {Zﬁ} gibt die Position des Prozesses nach n-maliger Anwendung der durch 1
festgelegten Abbildungen an.

Fiir jedes x € S definieren wir eine Folge Y:(i) : Q@ — S durch

Y =w. W, ..w, X.
n 11 1
1 2 2

Lemma 2

Die Y-Folge {Yi} ist eine Cauchy-Folge [BE].

Bemerkung 1

Die Aussage von Lemma 2 ist eine der zentralen Aussagen des Artikels von [BE] und ist
Grundlage der Existenz des invarianten MaBes.

Da S ein vollstindiger Raum ist, hat die Cauchy-Folge {Yi} ihren Grenzwert in S. Uber

diesen Grenzwert definieren wir das fiir unseren ProzeB invariante MaB p.

Lemma 3

Der Grenzwert
- = l- X .\ = I .
q)x(l) nl—?:o Yn(l, nlmo W.1 v&inx
existiert fiir P-f.a. i € Q und ist unabhéngig von x (¢x = ¢y f.s. fiir alle x,y € S). Das
invariante Maf p hat die Darstellung [BE]

dy = dP¢. .

Bemerkung 2
Die Menge der Punkte aus S der Z-Folge ist der Attraktor des Fraktals [BE].
Dieses Fraktal ist Tréger des fiir diesen ProzeB invarianten MaBes p.
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Wir erhalten einen Ergodensatz, der uns eine Pg-f.s. Konvergenz von

1§}W”“§r°ff”m“64@

n+l =0 L

Liefert (fiir p-f.a. X) und mit einem erweiterten Ergodensatz auch die Konvergenz fiir
beliebige XS, insbesondere auch fiir Startpunkte, die nicht im Tréger von p liegen. Dies

ist die Hauptaussage von [E].

Erweiterung des Modells

Wir erweitern dieses Modell nun, indem wir anstelle von Transformationen nicht-

deterministische Ubergangskerne Ki{x,=) (dh. = 6w , also keine Einpunktverteilungen)
i

betrachten.

Die K setzen wir als Feller voraus.

Wir erhalten einen Markoffkern

K(x*) =L p, K x*)

Bemerkung 3

Wihrend unser ProzeB - oder genauer gesagt, unsere Trajektorie - bisher nur von der
zufilligen Anwendung der w; abhingig war (abgesehen vom Startpunkt), so liegt nun ein

,.doppelter* Zufall vor. Neben der weiterhin giiltigen zufélligen Auswahl der
Ubergangskerne steckt in diesen ein inhérenter zweiter Zufall, d.h. bei bekanntem i ist
lediglich die Verteilung des Aufenthaltsortes der Trajektorie bekannt, nicht aber der exakte
Aufenthaltsort.

Im folgenden werden wir die dadurch entstehende Situation nher betrachten.

Beispiel 1
Im folgenden Beispiel haben wir die vier bekannten wj (also die Kerne 6W) des Farns um

eine Gleichverteilung auf einem Intervall erweitert, d.h. wir bilden x auf wi(x) ab und

verteilen dann um wi(X) gemiB einer Gleichverteilung.

Wir erhalten einen ,,verwaschenen‘‘ Farn.



3. Ergodensatz fiir iterierte Kerne Seite 36

Wir betrachten die Entwicklung eines Startpunktes (Xp = (0,0) €R 2) unter 10000 Adressen
i, d.h. wir betrachten die gleichzeitige Entwicklung von 10000 Z-Folgen fiir n=1....,6:

-
- - #
= & -
n=1 n=2

n=3 n=4

n=. n=

n=7 n=
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n—»oo

Es stellt sich nun die Frage, ob auch fiir diesen ProzeB ein invariantes MaB p existiert und
ob wir auch hier einen Ergodensatz bzw. einen erweiterten Ergodensatz formulieren
konnen.

Ein wesentliches Beweisargument im Falle der Transformationen wj ist der Zusammenhang

zwischen der Adresse 1 und dem Aufenthaltsort der Trajektorie auf S (x, WXL W, WX )
1 2 1

Ein unmittelbarer Zusammenhang zwischen 1 und dem Aufenthaltsort auf S ist nun aber
nicht mehr gegeben, da wir uns von Verteilung zu Verteilung bewegen (v, VKE s ‘VKi Ki s
1 1 2

)
Wir kénnen lediglich Aussagen iiber den erwarteten Aufenthalt der Trajektorie zu einem
bestimmten Zeitpunkt machen.

Eine zu dem bisherigen Modell der Trajektorie auf S analoge Aussage konnen wir aber auf
#7,(S) machen (Trajektorie auf 77,(S)).

Wir betrachten die Trajektorie des Prozesses auf 77, (S), d.h. wir betrachten den durch

m"") = Z P, 6VKi(.)

gegebenen Markoffproze mit Trajektorie
[v.vK. VK. K. ...
i 1 11
L i i 2

[————1

(mit v =8_ Startpunkt), d.h.

0
Kxe) =L pKfxe)  Kv)=L1p 00
definierf MP alf S Gefiniert MP auf 77, S
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Auf 77,(8S) ist der Zusammenhang zwischen 1 und der Trajektorie vKi Ki .... Wieder analog
1 2

zu der Situation auf S, d.h. bei gegebenem 1 kann zu jedem Zeitpunkt n der Aufenthaltsort
der Trajektorie auf S bestimmt werden.

Es ist zu erwarten, daB die Beweisideen des bisherigen Modells in dhnlicher Form
iibernommen werden konnen. Wir zeigen im folgenden, dafl

erstens ein invariantes MaB p mit p € Z4(#4 (S)) existiert und da8 wir

zweitens einen Ergodensatz
1 3 T 5V a T 1.
el Zf(Z].(l)) — | EduP,-fs.

mit f € 4(##(S)) und beliebigem v € 77(S) erhalten.

Die Verbindung zum invarianten MaB auf S erhalten wir iiber das Intensitéitsmal

WA) = f Vv(A) p(dv) mit pK=p

Der Ergodensatz auf 77(S) liefert fiir die Trajektorie auf S keine konkrete
Positionsaussage, sondern nur eine Aussage iiber die erwartete Position.

Wir benétigen aber eine Aussage iiber beliebige Trajektorien unten. Dies werden wir iiber
die Verbindung zwischen dem erwarteten und dem tatsichlichen Aufenthalt der Trajektorie
zeigen, d.h. wir schaffen eine Verbindung zwischen dem ,.einfachen‘‘ Zufall bei der
Entwicklung der Trajektorie auf #7(S) und dem ,,doppelten‘‘ Zufall der Trajektorie auf S

(s. Bemerkung 3).
Wir erhalten dann wieder einen Ergodensatz fiir den ProzeB auf S (s. Satz 3.4.2.)

12—
mj; f(zj(w)) / fdu P £5.VxeSVIEL(S)

Dieser Ergodensatz erst liefert uns die fiir die Anwendung wichtige Aussage, daB der
ProzeB auBerhalb des Triigers des invarianten MaBes gestartet werden kann.
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Zusammengefafit wird unser Beweisweg also folgendermaBen aussehen:

,unten‘‘ (auf dem Zustandsraum) »oben‘‘ (auf dem MaBraum)
K(x) =) p,K(x*) N Rv,*) =) p,8 ()
1
d
IntensitéitsmaB :
: invariantes MaB p,
A) = — —
WA = | viA) pdv =)
==
mit pK=p (Invarianz) .
v
Ergodensatz : . "Ergod;ensatz :
unabhingig vom Startpunkt x € S und fiir Es gilt fiir alle f € Co(#3(S)) -
alle £ € C(S) (mit Z Trajektorie des (Pq = PfadraummaB, ieQ=NT)
Prozesses auf S), 0c0:=s0ho:
L
1 & ofox—\ inf‘i"i -~ | fdu P_fs
ﬁﬁj;f(zj(‘”)) f fdu P fs. 1 ]‘;0( ) b P fs.
Definition 3

Sei (S, d) ein kompakter metrischer Raum, S=R?, 774(S) sei die Menge der
WahrscheinlichkeitsmaBe auf S. Die Wasserstein -Metrik dw auf 77(S) wird definiert
durch [DO]

dgA,v)=  inf f d(x,y) y(dx.dy)

y auf SxS
¥ hat Projektion v,A

Bemerkung 4
In [V] wird gezeigt, daB

dg (A, v) = Ya‘il?gxs f d(xy) y(dx.dy)

¥ hat Projektion v,A
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fS‘up{ £ fda- J[S' fdv: £:S—R, fstetig,| fx)-fly)|<dx ) Vx,y}
= sup ffdv-ffdkl
lepschxtz

V A, v e Z4(S), SR ™, L(f) Lipschitzkonstante von f.

Zur Formulierung unseres Kontraktionsbegriffs CIM benétigen wir einen Zusammenhang
zwischen der Definition der Wassersteinmetrik und einer Kontraktion auf Verteilungen:

Lemma 3
Sei dw die Wassersteinmetrik, x,y €S und y €R.
Aus
dy (K(x,*)Kly,*)) = v d(xy)
folgt
dy (VKAK) = v d(v;A)

fiir alle v,A € Z4(S).

Beweis:

l f £ dVK) - f fd(xK)l
|/ (Kf)dv-f (Kf)dxl

= L(K1) d(v,A)
<y L) d(v.A) ,

denn
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|Kf(x)-1<f(y)|=i f £ dK(x,") - f de(y,-)l

= L{f) d (K(x,*),K(y,°))
= L{f) y d(x.y) ,
also
L(Kf) < y-L{f)
Definition 4

Sei der AdreBraum Q wie in Definition 2 definiert.
Fine Adresse 1legt die Reihenfolge der Anwendung der Abbildungen wj fest.

P, sei das Produktma8 auf Q mit {pj, j=1, ..., N} als Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
jedem Faktor.

Fiir jedes v € 77 (S) definieren wir eine zufillige Folge auf Q durch

Y =K. ..K .
n ln 11

Fiir jedes v € #7(S) definieren wir eine zufillige Folge auf Q durch

Z' (@) :=vK. ..K, .
n 11

1
1

ZZ liefert also den Aufenthaltsort unserer Trajektorie im Raum der Wahrscheinlichkeits-
verteilungen auf S zum Zeitpunkt n.

Bemerkung 5
Wihrend die Z:-Folge den Verlauf der Trajektorie unseres Prozesses angibt und keinerlei
Konvergenzverhalten zeigt, verhilt sich die ?;-Folge grundlegend anders: Sie hat im

Gegensatz zur _Z::-Folge eine feste ’letzte’ Entwicklung in dem Sinne, daB sich bei groBerem
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n die Anfangsentwicklung der Folge verlingert (siche Kapitel 2.2, Erlduterungen zu

Beispiel 3). Aus diesem Sachverhalt werden wir die Konvergenz der ?z—Folge herleiten.

Das Verhalten der Y- und Z-Folgen und insbesondere die Konvergenz der Y-Folge werden
in [B] sehr anschaulich dargestellt (siehe auch Beispiel 2.2.3).

Definition 5
Ein Markoffproze auf 77(S) ist gegeben durch

Rive)=3p, 8, (*) mit Startpunkt v=3,_ €7 (S)

i=1

Definition 6 (Kontraktivititsbedingung CIM )
Auch in unserem erweiterten Modell bendtigen wir keine strikten Kontraktionen der Kj,

sondern lediglich eine Kontraktivitit im Durchschnitt.
Seien v,\ € Z4(S), sei dw die Wassersteinmetrik auf #7(S) und die p; wie oben.

Wenn

N

vK.,AK. Pigr (v,A), 1<1
TT dw(VEAK;) =T dyy
i=1

erfiillt ist, dann heiBt K im Schnitt kontraktiv.

Bemerkung 6
CIM ist dquivalent zu
AN A
E! log dw( 1 1) <0
do V)
Beweis:

N
CM< ) p, log dw(vKi,kKi) =slogr +log dW(v,}\.}

i=1

N N
P .lei log dw(vKi,?»Kl) <logr+ lei log d_(v.M)
1= i=
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N
« ) p.log ______dW(VKi’;\'Ki) <logr
=1 dg (v.A)

Dalogr<0

dgbv)

AN A
«»E[logdw( 1 ]<0
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3.2 Das Invariante MaB auf Z4(S)

Im folgenden beweisen wir die Existenz des invarianten und attraktiven MaBes . fiir den
oben definierten Markoffprozesses, d.h. fiir p muf gelten:

Definition 1

Es gelten die Voraussetzungen aus 3.1.

W ist ein attraktives und invariantes MaB, wenn folgendes erfiillt ist:
1) vK® =1 fiir alle ve774(S)  (Attraktiviti)

D uK=p (Invarianz)

Zum Nachweis der Existenz des attraktiven und invarianten Mafles benétigen wir noch
zwei Lemmata.

Lemma 1 liefert uns Aussagen iiber den Verlauf der Trajektorie unter zwei verschiedenen
Startpunkten v,\. Wir werden sehen, daB die beiden Trajektorien beliebig nahe verlaufen
mit wachsendem n.

Lemma 2 wird uns zeigen, daB ein attraktives Ma8 unter unseren Voraussetzungen auch
invariant ist.

Lemma 1
Seien v,h € Z4(S), SR, v=p, r<ri<1,
d:= min {p} r ist CIM-Konstante.
i=1,...NU1
i) V ¢ > 03 ng und W C Q mit Po(W) < ¢, sodaB fiir n = ne =

dw(vKil...Kln,Mill...Kin) < r‘l‘ div,A)

auBer fiir (iy,i2,..) €W,

ii)
im d(VK; K MK, K ) =0Pgfs

n—>w
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Dieses Lemma wird sowohl zum Beweis der Existenz des invarianten MaBes, als auch
spiter beim Ergodensatz bendtigt.

Wir beweisen das Lemma mit einem Martingalargument.

7777777777777777777777777777777777777 Beweis:

8= min [pl,
e

r ist CIM-Konstante,
s =max {sj; i=1,...N} 0.B.d.A::s=1

si Kontraktionskonstante der K, d.h. dw(vKl,Q\.Ki) <8, dw(v,k) fiir i=1,...,N.

Wir definieren eine Zufallsvariable X, auf €:

vK ..K ,AK ..K,
rlog dW(K.llK.ln?\.K11 Kln %Ing
vk. ..K. AK. ..
‘ dw( 11 1n—1 11 ln 1)
. . = K .K K .K
Xn(11’12"") = | vemd —dw('V Lohy t ln-l) -0
L sonst log r

Zu zeigen: E[ Xglit,....in-1 ] <logr Vnz1
Angenommen, dp 1 = 0

. . LA d 1. r
Dann ist B[ Xalite-in1]= ) p, | log—2 | v zlog=
i=1h d 3 s

n-1
P 1 r
1) E[ anlls-"’ln-l 1 = 'S lOg _S-

da nach Voraussetzung

ﬁ dw(vKi,M(l)pi s1d{v)

i=1

gilt, folgt

N
Y p; log dW(VKi’)“Kl) <logr,

i=1
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also E[ Xgli1,...,in-1 ] < logt.

vK. ..K ,AK. ..K
dW(Kll KlnkKll K‘n) < %logg <0ist
dw(v i Ky A lm)

d
Wenn fiir einige Terme log ai =log
-1

(log r/s ist kleiner als 0, da O< 1/s <1), dann ,folgtmitpi;z ,&(wegenﬁ;min{pf})},daﬁ

Z d 1, r
2P logd_n+pi 5log_ <logr (*)
i=2 -1 1

1 d n d .
ist, dap, = 1und10g£<0. Mitlog 2. < log's und daﬁthilogd_“<iogsmt(*)MM

-l =2 -1
dquivalent zu
i} dn r
i=Zzpiloga___slogr- log_=logs.

n-1
Daraus folgt schlieBlich, daB E[ Xylit,...,in-1] < logr fiirallen = 1.

Sei nun Dy = Xy - B[ Xali1,-...in-1 }, dann ist Dy, ist eine Martingaldifferenzfolge und Dyl =

2|Xs| < B.

n
1 . .
Un'k;EDk ist Martingal

Da
E[ Un+1 ! :il,...,in } = UIl
ist, gilt
rety | 1
E[ ké'IEDkIII, ,1nj

1 . B ’-‘ZgD .
_ E[EHDM ‘1""’%]&‘ k “k

=0, da Martingaldifferenz =U n
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d.h.,, U11 ist ein L2-beschr%inktes Martingal. Daraus folgt, da Dy orthogonal zu Dy ist
(Martingaldifferenz), daB

2 3 _1;2

=1k

und damit, daB Uy, fast sicher konvergiert.

Kroneckers Lemma besagt, daB fiir eine positive, gegen unendlich gehende Folge ¢, und

n D 1 n
konvergierende Summe ) _X auch die Summe - ) U, konvergiert (gegen 0).

k=1C Cak=1
Damit gilt dann fast sicher, daB
im L
im=)D =0
e n
Damit folgt
n
fim Zlogf_k_ -logr=0fs.
D=1

-1

B -

fim log 1 o/ | <logr fs.

a2
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Es gilt also

=N

vK. ..K ,AK. ..K
lTlﬁ(dW( oW b ln) sr<r, fs.,

dy,tvA)

0

Lemma 2 (Attraktivitit und Invarianz)

Unter obigen Voraussetzungen gilt, da8 das attraktive MaB auch invariant ist.

Beweis:

Dazu definieren wir einen Operator T, mit f € Co(#4 (S))

THv) = f £(A) Q(VJ»)=E[ f("}')]

mit { Vz} Markoffproze mit Start in v und Ubergangswahrscheinlichkeit Q.

T: Co(#4 (S)) = Cu(#4 (S)), {Va} sei MarkoffprozeB mit Startverteilung <, p sei
Verteilung von V1.

Dann gilt fiir alle f € Co(# (S))
f fdp =E[ f(V,) ] = f B[ £(V,) | Vg=v ] detv)
= f Ti(v) d(v) =T, vT=p ist Verteilung von V,

= 7T ist Verteilung von Vn'
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Also konvergiert Vy schwach gegen p. fiir alle Anfangsverteilungen Tt <

T Vteﬁ/l(?//i(S))

N
und mit der Stetigkeit von Tf(v) = )_ P, f(vKl) in v (da K; stetig: CIM / Voraussetzung), gilt,
i=1

daB ¥ stefig in T und somit *T°T = RT und vTT" —
d.h. mit der Folgenstetigkeit von T gilt die Invarianz pT=pn .
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Satz 1
Es gelten obige Voraussetzungen.
Es existiert
— e TV
¢\r - nh_'::o Yn
mit
b, e7,8)

und das fiir unseren ProzeB eindeutige, attraktive und invariante Ma8 (s. Def. 3.2. 1) 146t
sich identifizieren als

W(B) =P, §.(B), BC7S)

Beweis:

Zuerst zeigen wir, daB Y‘; eine Cauchyfolge ist.
Nach Def. 3.1.3 sind T’z und —ZZ definiert als

Z' @) :=vK...K. und Y () :=vK ..K
n 11 ln n ln

4
Aus Lemma 1 folgt mit n<1 und r1<1
P(dy(ZZ5) > dytv) <14
und, da endliche Sequenzen reversibel sind, gilt ebenfalls
P(dw(i’-:,?::) >n" dw(v,K)) < 1"11

Wir setzen A = vK1 1 wmdC= EEXN { dw(v,vKi) } und erhalten

o

P(ay(Y0Tor) 7€) <7

und mit den Eigenschaften einer geometrischen Reihe
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p(ay (7Y, > ) <

n=0

®-C) (‘_IV,? M 1) <n" C gilt fiir geniigend grofies n, also

= oo+

had V=V Vi s
Y dW(Yn’Yn+ 1) <o fs, = Yn(l) ist Cauchyfolge fs.

n=0

Da #/(S) zusammen mit der Wassersteinmetrik keinen vollstindigen Raum bildet (dies

wird u.a. in [DU] gezeigt), ist die Existenz des Grenzwertes der Cauchyfolge nicht ohne
weiteres klar.

Mit folgender Betrachtung 148t sich die Existenz des Grenzwertes der Cauchyfolge in
#7(S) aber zeigen. Wir greifen dabei auf Ergebnisse aus [DO], [V] und [EK] zuriick.

Behauptung:
Der Grenzwert der Cauchyfolge ‘_{Z(‘l‘) existiert in 77 (S). Die Konvergenz gegen den

Grenzwert ist schwach.

Beweis:

Es gilt: ?Z(i) ist eine Cauchyfolge beziiglich der Wassersteinmetrik.

Fiir S =R"und alle v,\ € Z4(S) gilt, daB [DO]

1

M{v,A) < (dw('v, ))5

mit IT Prohorovmetrik

T(v,\) := inf { 50 : v(F) < MF)+¢ ¥ Fe &}
mit ¢ Familie von abgeschlossenen Teilmengen von S und

F' = { x€S: 3':2; d(x,y) < s}
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Daraus folgt, da ?z(i) eine Cauchyfolge in der Prohorovimetrik ist.
Aus (S,d) vollstindig folgt, daB (#4(S),IT) vollstindig ist [EK].
Daraus folgt, daB die Cauchyfolge Y:(i) ihren Grenzwert in Z7(S) hat, d.h.

3 Im Y/ 7). dh. Y, "¢,

—
o n v

Wir fahren nun mit der Identifikation des invarianten MaBes fort und zeigen dann die
Attraktivitiit dieses MaBes.

Wir identifizieren das invariante Ma8 p auf 77 (S) als Bild von Pg unter der Abbildung $V:

W(B) =Py 7, (B), BcS)

| ist attraktiv, denn mit der Reversibilitit von endlichen Folgen folgt
o[ 1Z) |-+ (%) ] Voo
und somit fiir fa.v

lim E[ f( i

n—>co

N
o’
Cememeesmed]
o ]
L3

jes]

)
—_—
5!
| N—— |

nach Definition von p und fiir feCp(S)-

Nun seit € Z4(# (S)) beliebig, {Z];} sei MarkoffprozeB mit Z—of Verteilung von t.



3. Ergodentheorem fiir iterierte Kerne

Seite 53

Dann ist

N
N
&
-
5

Nun folgt mit Lebesgue und (¥)

imez)] =i [ ()]

Mit dem Ergebnis aus Lemma 2, daB ein attraktives und damit eindeutiges Mab unter

unseren Voraussetzungen invariant ist, folgt die Invarianz von T8
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3.3 Ergodensaiz auf 74(S)

Der Ergodensatz liefert die schwache Konvergenz der empirischen Verteilung der
Trajektorie Z:(i) gegen das fiir den ProzeB eindeutige attraktive invariante Ma8 . fiir

I - f.a. Startpunkte v € Z4(S). Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, daB sie sich auch fiir
beliebigen Startpunkt v € 774 (S) einstellt, d.h., daB das invariante MaB durch eine

Trajektorie mit beliebigem Startpunkt beliebig genau angendhert oder "erzeugt” werden
kann.

#7(S) ist ein polnischer Raum, da S polnisch ist. Auf (77(S), dw) lauft ein Markov -
Prozess, der durch ein MaB als Startpunkt im MaBraum ##4(S) und durch die
Ubergangswahrscheinlichkeit

N
definiert wird, wobei B Borelmenge in 74(S) ist und ) p,= 1, P> ¢ (siche Definition
i=1

3.1.5).

Der ProzeB bewegt sich von v nach vK; durch zufélliges Auswihlen eines Index i gemaB
der durch die p; festgelegten Verteilung auf den Indizes. Durch die Folge von Indizes ist
bei gegebenem Startpunkt die Trajektorie eindeutig festgelegt.

In Satz 3.2.1 wurde gezeigt, daB es fiir den Prozess ein eindeutiges invariantes Ma3
w € 74(7/(S)) gibt, wenn die Ki im Schnitt kontraktiv sind (siehe Definition 3.1.6). Dann

gilt also fiir 1 :
Ve~ Koo B) i) <Rl e v,

alle Borelmengen B C #(S), und V' konvergiert schwach gegen p fiir alle
Anfangsverteilungen A € Z4(Z74(8S)), d.h.

ffdvn‘ - ffdi

fiir alle beschrinkten stetigen Funktionen T auf 774(S).
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Wir wollen zeigen, daB beim Start in beliebigem v € 77(S) die Trajektorien des Prozesses
fast sicher in Verteilung gegen p konvergieren. Das heifit, das fiir fast alle Trajektorien

n
Vv, V1, V2, ... des in v = vg startenden Prozesses die Zeitmittel 1 Y f(vk) gegen fdu
n+l k=0

konvergieren fiir alle beschriinkten stetigen f , bzw. die empirische Verteilung

&
L34

einer Trajektorie (v, V1, V2, V3, ...) schwach gegen p konvergiert.

Mit dem Birkhoffschen Ergodensatz erhalten wir fiir einen ergodischen Proze8 die
Konvergenz der Zeitmittel gegen die Raummittel:

i)

ﬁ _Df' Tk('V) — f ]—?di ﬁ-f.s. (*) s Tk(v)zzvk(i) (siehe Definition 3.1.4).

-

’I‘k(v) kennzeichnet den Aufenthaltsort der Trajektorie zum Zeitpunkt k.

Mit (*) und Lemma 1 erhalten wir zunichst fiir p - f.a. Startpunkte v € 771 (S) und fast alle
Trajektorien die gewiinschte schwache Konvergenz der empirischen Verteilungen gegen
das invariante . Dabei ergibt sich die Einschriinkung auf . - f.a. Startpunkte daraus, daf
fiir die Konvergenz der Zeitmittel gegen die Raummittel Ergodizitit von w gefordert wird.
Diese wiederum basiert darauf, daB die Startpunkte v p - verteilt sind (siche Lemma 1).

Die Aussage "fiir fast alle Trajektorien" folgt aus der p - f.s. Konvergenz im Ergodensatz und
aus der Darstellung von

WB) =P, ¢,(B), Be#,(S) (siche Satz3.2.1).

Das Hauptargument fiir die schwache Konvergenz der empirischen Verteilung der
Trajektorie gegen . fiir beliebigen Startpunkt v € 774(S) ist, daB der Abstand der
Trajektorien zweier verschiedener Startpunkte (z.B. einer auf dem Attraktor, einer
auBerhalb), auf die die gleichen Abbildungen angewandt werden, gegen 0 konvergiert und
sich daher Kenntnisse iiber die Eigenschaften der einen Trajektorie in geeigneter Weise
auf die andere iibertragen lassen, wenn die iterativ angewandten Abbildungen im Schnitt
kontraktiv sind.

Das Kapitel basiert auf [E].

Einige spezielle Uberlegungen waren nétig, da hier ein Raum von
WahrscheinlichkeitsmaBen, verschen mit der Wasserstein - Metrik, zugrunde liegt.
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Definition 1

Wenn { Zy } Markov - Proze8 auf dem meBbaren Raum (X, 7) ist, p invariantes Maf fiir
den ProzeB und Zg ist p-verteilt, dann ist { Zy } stationdrer stochastischer Prozef3. Eine
Menge A € 7o heiBt shift-invariant, wenn es ein C € 7 gibt, so daB

A= {(Zi, Zg+1, . ) €C } fiir alle k = 0, wobei 7z die o - Algebra der meSbaren Zylinder

in X” ist. SeiJ die o - Algebra der shift-invarianten Ereignisse. Der Prozess { Zn } heifit
ergodisch, wenn fiir jedes A € J P(A) = 0 oder P(A) = 1 ist.

Lemma 1

Wenn p eindeutiges stationéires MaB fiir den stationdren Markov - Prozefl {Zy} ist, und Zo
ist p-verteilt, dann ist {Z,} ergodisch.

Beweis (vgl. [E]):

Wenn der ProzeB {Z,} nicht ergodisch ist, so existiert ein A €J mit 0 < P(A)<1.Da A
invariant ist, existiert ein C€F, so daB A = {Z, eC} fast sicher fiirallen = 0.

Sei

i) EBNC) Ly am <t (BNC)
me) ulc?)

wobei C°= S\ C das Komplement von Cin S ist.

Damit ist u(C) = P( { Z£C} ) =P({ Z,£C} ) =P(A) >0

u Startverteilung ~ {Z,} invariant Definition von A

und p(C) = P(A) < 1, d.h. pu( €9) > 0.
Also gilt p = p(C)v + u(C)A , so daB zu zeigen bleibt, daB v und damit ) eine stationdre
Anfangsverteilung ist.

_uBNg
YB=—0
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. . ey s dv 1
Die letzte Gleichung ergibt sich aus —=—— 1 .
i dn~ w0 ©

Also ist v und damit ) invariant, d.h. g = v oder p = A wegen der Eindeutigkeit von . Also
ist p(C) = 0 oder p(C) = 1; im Widerspruch zur Voraussetzung ist somit P(A) = 0 oder P(A) =
1. Also ist { Zy } ergodisch. =

Satz 1
Seir <1, so dah

N
P
H dw(VKf?”Kx) i< r-dw(v,)») Vv,ke%fi(S).

i=1
min p, und sei 1 das eindeutige invariante Ma8 des oben beschriebenen

Seiﬁ<&:=lsisn P

Markov - Prozesses z:(i).
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Dann existiert M C Q, Po(M) = 1, so daB fiir jedes v € Z71(S)

L T EHvKK .K) - [ s
n+l k—-—O( 11. ! Ik) J H

2

fiir 1 = (i, iz, ... ) € M und fiir alle f€ 4(Z4(S)) gilt. Das bedeutet, daB Pg -fast alle

Trajektorien mit Start in beliebigem v € 74(S) in Verteilung gegen p konvergieren.

Beweis :

Der Satz wird bewiesen mit Hilfe von Lemma 2.

Lemma 2

Seien v, A € Z4(S), v = U, es gelten die Voraussetzungen des Satzes. Wie in Definition 3.1.4
sV o
sei Z}1 (i) = VKilez"' Ki,. mdn<l, < 1.

Dann ist
imd (Z,Z"}=0 P_-fs.
Im 4 (Z,Z])=0 Fg
Beweis :

Wir folgen dem Beweis von Satz 3.2.1 und erhalten so:

Pg(d (2:,Z§)>nndw(v,}\.))<r’1’

SeiC:;:iixN(dW(v,vKi)),danngﬂt

Esistry<1,als0 Y "= 1+ e <,
1=0 1 1-1‘1

Also ist in( d ( Z' Z)') >n C) < oo, und mit dem Lemma von Borel — Cantelli gilt:

W ?
=0 n n

ZV Fh 0~ op . : FV Fh ) _
d ( Zn, Zn ) s - C fiir ausreichend groe n PQ-f.s., also lim dw( Zn, Zn ) =0 Pg-f.s.. =

w n—sco
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Beweis des Satzes :
Sei {'Z; } unser ProzeB, Z; sei [t - verteilt. Dann ist der ProzeB stationir, weil y invariantes
Ma8 ist und ergodisch mit Lemma 1, weil i eindeutig ist. Sei f& (h(#1(S)) gleichmiBig

stetig und

n

$ou) ffdﬁ}.

1
B{v'v, T
‘0’1 +1 =\ k) J

Dabeiist v = VoK K - K der Aufenthaltsort der Trajektorie zum Zeitpunkt k.
1 2 k

Mit dem Birkhoffschen Ergodensatz und der Ergodizitit von { Z; } gilt
P((Z,Z,-.)€B)=1Num |

1 =P((_Z—0,Z_,...)EB)

_ f Po{ (il ) (Y8 YKiKys ) B di

wobei sich das letzte Gleichheitszeichen aus der Definition von Pg ergibt (siche
Definition 3.1.4).
Es gibt also ein vp € #(S) mit

Pof (i iy ) (Vo Vo5, YK Ky ) €B) =L

also einen Startpunkt (im Raum der MaBe auf S), dessen Trajektorien Po - f.s. in Verteilung

gegen p konvergieren.

N .7 - - ~n H =
)'“’o*"o‘%”’gi%i%’"')‘:g’}’ ann ist Pp{G) =
1 1 2

Sel {J { ( -13 -27 ==

( il’ i2, .. )E Gist

1 L -
) f(vOKI...Kl)—a' ffdu.

n+l o
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Mit Lemma 2 nihern sich die Trajektorien zweier verschiedener Startpunkte bei
Anwendung der gleichen Kerne Kl Pg -f.s. an, d.h. mit der gleichméBigen Stetigkeit von f
i

existiert fiir jedes A € Z74(S) ein H mit Po(H) = 1, so daB fiir (il, iy ..)EHundn— o
gilt

L ¥ (705, 5) (A5 -K) — o

-y

0
=V

B

Also gilt fir (i, iy, ..) € GNH

1 <
- {AK ...K
n+l kgo f\ L lx) - f fdu

und P (G NH)=1.

. - 1 & . o= F o
Mit )\.k= kKil... Kikund pn-mkgoﬁkk gilt also f f dp]1 - f f dp Pg—f.s..

Bisher hingen G und H von T ab. Da 774(S) polnisch ist, existiert eine Folge (fl, TZ, fa’ )
gleichmiiBig stetiger Elemente von (h(#1(S)), so daB aus

f fk dﬁn — f fk dp P, -fs. fir n—o und k=1,2, 3, ... die schwache
Konvergenz der empirischen Verteilung En gegen das invariante MaB nP G" f.s. folgt
([PAL,S47). m
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3.4 Ergodensatz fiir iterierte Kerne
Ziel dieses Kapitels ist es, die bisher gewonnenen Erkenntnisse {iber sich in #73(S)

bewegende Trajektorien zu verwenden, um Aussagen iiber verwandte Trajektorien in S zu
machen, die durch die zufillige Auswahl von Kernen entstehen. Dabei besteht die
Schwierigkeit darin, einen geeigneten Zusammenhang zwischen den Geschehnissen auf
beiden Raumen herzustellen, zumal in unserem Modell eine Trajektorie in 774(S)

cindeutig bestimmt wird vom Startpunkt und den zufilligen Transformationen, in S jedoch
noch ein Zufall durch die Kerne hinzukommt.

Zunichst (Satz 1, Lemma 1, Lemma 2) kénnen wir zeigen, daB es fiir den uns
interessierenden ProzeB auf S ein eindeutiges invariantes attraktives Maf gibt, das sich
aus dem eindeutigen invarianten MaB des korrespondierenden Prozesses auf 7ZA(S) als

IntensititsmaB ergibt. Dann (Lemma 3, Lemma 4) konstatieren wir die Ubertragbarkeit
zweier Aussagen iiber asymptotisches Verhalten vom in den Kapiteln 3.2 und 33
betrachteten ProzeB auf 77(S) auf den ProzeB auf S. SchlieBlich (Lemma 5) gelangen wir

mit einem Martingalargument zur Kernaussage der Arbeit (Satz 2): Unter gewissen
Voraussetzungen konvergiert die empirische Verteilung eines durch zufillige Auswahl von
Kernen gegebenen Prozesses gegen das fiir den ProzeB eindeutige attraktive invariante
MaB fiir beliebigen Startpunkt.

Definition 1
N
Der durch K (x, ) =) p,K(x,*)aufS gegebene Markov - Prozess mit Startinx € S

=1

wird definiert als
75T S, Z@) =x. mit@ = (%1)= (XX o ippipy . ) € =80T x @
x » & =& =X —( 17 -"311212’ '") B H

neN, xeS, x, ist der Aufenthaltsort der Trajektorie zum Zeitpunkt n.

AuBerdem wird definiert z* :S® -} — 5,7 (® =x, neN,xeS,1eQ.

a

Mit dem Satz von Ionescu - Tulcea existiert die Verteilung Px auf Q der Markovkette Z:@
mit Start in x und Bewegungsgesetz K(x, » ) wie oben und ein Ma8 Px; auf s 12 -4 g
den ProzeB Z ¥ @ mitP® =5 ,PL =5 ®K ,P” =P"I @K, fiirfestes

1 xi X xi x i’ =i x,1 i

(vel. [S], S. 259).
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Bemerkung 1

N
Zi@ istder auf S durch K (x,*) = ) p,K, (x, *) gegebene ProzeB. Uber sein

i=1
asymptotisches Verhalten Aussagen zu machen, ist das Ziel dieser Arbeit. Die Bewegung
von X;.1 nach x, hiingt ab von ip, also davon, welcher der Kerne K, ie{l,2,.,N},

gewiihlt wurde und vom inhérenten Zufall der Kerne K. , ine{ 1,2 .,N}L

Den ProzeB Z*: (%) brauchen wir im Beweis von Lemma 2 und Lemma 5. Z*: ®
beschreibt fiir festes 1 € Q und festen Startpunkt x eine Trajektorie, die nur vom Zufall im
Kemn K_ abhiingt. Beide Prozesse konnen die gleiche Trajektorie haben, aber Z(w) wird

j n

definitorisch als homogene Markovkette mit Ubergangskern K (X, *) zu jeder Zeit,
Z*: (%) als inhomogene Markovkette angesehen, deren Ubergangskern K, (X, *)
3

(1= jj= N) zur Zeit j bestimmt wird von einem festen i = (iy, iz, i3, ...)-

Satz 1

Das gesuchte eindeutige invariante attraktive Ma p fiir den ProzeB Z:((.l—]) auf S ergibt
sich aus i aus Satz 3.2.1 als IntensititsmaB

Beweis :

Der Satz wird bewiesen mit den folgenden Lemmata 1 und 2.

Lemma 1

Sei K Ubergangskern fiir den Proze Z’;@ aus Definition 1, p wie in Satz 1. Dann ist p

invariant beziiglich K.
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Beweis :
uK (A) = fK(X,A) p (dx)
mit Definition von p = f [ f v (dx) K (x, A)] W {dv)
N —
mit Definition von K = f [ fv(dx)‘gpiKl(x,A)-I u (dv)
J J i=1 d
N —
= | Ye(vE)@ @
i=1

liften ([...] = O fir A =v K;) =f§1pi[ f k(A)ﬁvK(dl)] nidv)

mit Definition von K =f [ f )»(A)K(v,d?u)] 1 (dv)

mit Invarianz von = f MA) m(dn)
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Definition

Seien f & &(S), v & Z4(S), dann wird durch

eine stetige beschrinkte Funktion auf #7(S) definiert.

Bemerkung 2

Wenn f € A(#4(S)) wie in Definition 2 ist, gilt mit f f dvK) = f (Kf) dv
f(8KK ..K = 3KK. ..K
e

“(RE )

AuBerdem gilt mit der Definition von p , wenn f wie in Definition 2 ist

f du [ L f dv ] dp
() (S}
;L. f du.

Damit 148t sich iiber die spezielle Form der f eine Beziehung herstellen zwischen dem
bekannten Geschehen auf 774(S) und dem uns interessierenden auf S. Das werden wir in

1}

den Lemmata 3 und 4 noch verwenden, indem wir Aussagen fiir f e A&(#7A(S)) aus
Kapitel 3.3 betrachten und mit Hilfe dieser Bemerkung modifizieren.
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Lemma 2

u aus Satz 1 ist attraktiv fiir den ProzeB Z:((_u) und eindeutig.

Beweis :

Pg ist MaB auf dem AdreBraum Q wie in Definition 3.1.4, Px und P sind wie in
Definition 1, T ist wie in Definition 2. Satz 3.2.1 macht eine Aussage iiber dic Attraktivitét
des invarianten MaBes auf 74(S) :

E[f(Z:)] - ff Vv Vied (7).

Wir verwenden die spezielle Form von f, um die obige Konvergenzaussage in die
gewiinschte Konvergenzaussage fiir die Attraktivitit von p umzuformen.

Fiir v=0x ist

Damit haben wir eine Transformation des linken Teils der Konvergenzaussage auf den
Raum S erreicht.

Wir verwenden noch einmal Bemerkung 2 fiir den rechten Teil der Konvergenzaussage

und erhalten:
E[f(zi)] - ff du  VxVEed(S), dh. pistatiraktiv.

Die Eindeutigkeit folgt aus der Attraktivitit.
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Lemma 3
Sei p wie in Satz 1, seien Kj, K», ..., K im Schnitt kontraktive Kerne (siche Definition
3.1.6), Pg wie in Definition 3.1.4, dann gilt fiir alle x € S fiirn — :

L L

1 n
T (KKK —ljlifduh'feﬁﬁ(ﬂ) P,-f.s

Beweis :

Mit Satz 3.3.1 erhalten wir eine Konvergenzaussage auf 771(S):

=R
M=

Lraxg,-x) - f tdn Vieoms) Py-ts.

Die gewiinschte Aussage folgt wie in Lemma 2 mit Bemerkung 2 unter Verwendung der
speziellen Gestalt der f aus Definition2. M

Lemma 4
Seien Ky, K3, ..., Kiy im Schnitt kontraktive Kerne, Pg wie in Definition 3.1.4. Sei

f € 4(S) gleichmiBig beschrinkt, f(v): = £ f(x) dv wie in Definition 2, dann gilt fiir

alle x, y € S fiir festes k, fiir n —oco:
111
- K ..Kf (K..Kf\x} - 0 P_-fs.
ﬂj=Zk( Y i)(y) ( g lj)() Q
Beweis :
Sei
L =1y (30K ~K)-I(8K ~K}))
n nj=k{ (Y ™ 5 U7 ))
13-k .Kf K .Kf
== . - X
njgk( et lj)m ( 8! L:)()

Die Gleichheit gilt mit Bemerkung 2.
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Mit Lemma 3.3.2 ist
: Y FA\ _ B
lim d (zn, z ) =0 P,-fs,
d.h., daB fiir zwei verschiedene Startpunkte v und A in 77(S), auf die die gleichen im

Schnitt kontraktiven Transformationen angewandt werden, eine Annéherung der Tra-

jektorien Z'(i) und Zi”(i) Pg - f. s. gewihrleistet ist. Mit der gleichmiBigen Stetigkeit von
feA(S) fir A= 6y und v= 6xKi K ..K erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. B

12 ik

Lemma 5

Seien Z*: () und Px ; wie in Definition 1, K, K3, ..., Ky im Schnitt kontraktive Kerne,
dann gilt fiir festes k:

1 o #x *x —

2y ( f(z . (i)) - ( K K . Kif)(zj_k(x))) ~0 P4-fs.

1
jkl  jki2 i

Beweis:

Sei

M= 1 (1259) - (59 (279))-

wobei 74: =0 ( Z’z‘, Z*lx, v Z*:) die o - Algebra der bis zum Zeitpunkt n beobachtbaren

Ereignisse und ,# *= ( U A% ) ist

Dann ist My, beschriinktes Martingal, daher gilt (vgl. [FK], S.15):

Nun konnen wir iterieren: Zuniichst erhalten wir sofort

L) () om0
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beschrinktes Martingal, und wie oben gilt

1. =
oM =0 P . -fs. #
und mit (*) und (+) auch
12 WAL TN
= K Kf\{z * 0 P.-f
HJZ( ( ) ( L lji)( T (X)))_) %1 S
Durch weitere Iteration erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. [ ]
Satz 2

Seien die Voraussetzungen wie in Lemma 5, Z:@) und Px wie in Definition 1. Dann gilt

-l-lif(Zx(ai) - J fd Viedl(S) P-fs
i ) H b x
fiir belicbigen Startpunktx € S.

Beweis:

Mit Lemma 4 und Lemma 5 erhalten wir fiir jedes X € S und mitn —o

s () (535 5) = 0

fiir festes 1 Pxz - £.5. und fiir Pg - f.a. 1 fiir alle gleichmaBig stetigen f € c4(S).
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Mit Lemma 3 erhalten wir dann

L f(z27@) - J £ )

ebenfalls fiir festes i Py - £.s. und fiir Pg - f.a. 1 fiir alle gleichméBig stetigen f e £4(S).

Es gibt also ein A ¢ Qund ein B C S, fiir die (+) gilt und 1 =Pg (A) =Px (S x A) sowie
1=Pg;(B) =Px (B x Q).

Daher ist 0 = Pg (A®) = Px (S x A°), und es gilt mit Px (B x Q) =1:
1=Px((BxA)U (B x A%) = Px (B x A) + Px (B x A°), somitist Px (Bx A) =1.

(+) ist also dquvalent zu

l’if(z’j‘(a)) - f £ dp P -fs.

n j=1

fiir beliebigen Startpunkt x € S fiir alle gleichmBig stetigen f € C4(S).

Da S polnisch ist, kénnen wir die Aussage mit den gleichen Argumenten wie am Ende von

Kapitel 3.3 verallgemeinern auf alle f € ¢4(S). [ |

Korollar 1

Wenn BC S p-randlos ist, d.h. p(dB) =0, dann konvergiert die durchschnittliche
Aufenthaltszeit der Trajektorie in B gegen w(B):

#lk0<k=<n ZYw)eB
lim { Zk( : } =u(B) P_-fs.
> n+1 X

fiir beliebigen Startpunkt x S.

Mit dieser sich aus dem Portemanteau - Theorem ergebenden Aussage folgt, daB man auch

in unserem Modell das invariante MaB praktisch "erzeugen" kann durch eine Trajektorie
mit beliebigem Startpunkt.
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Bemerkung 3

Der in [BE] und [E] behandelte Fall einer Kollektion von im Schnitt kontraktiven
Transformationen ergibt sich bei uns als Sonderfall K/(x, *) = §W Xfv’.ir 1= i< N. Dervon

uns beschrittene Weg des Beweises iiber 774(S) ist dann ein gangbarer Umweg. Konkret

ergibt sich in unserer Notation Z' () = § , d.h., daB der sich auf Z4(S)
n W.W., .W.X

"'n xn-:l 11

bewegende ProzeB zu jeder Zeit ein EinpunktmaB auf S reprisentiert mit Masse auf dem
Punkt, in dem sich Zi@ zur gleichen Zeit befindet. Wie in der einfiihrenden Betrachtung

zu Systemen iterierter Funktionen 148t sich jeder Adresse 1 eindeutig ein Punkt zuordnen,
und zu Satz 2 kommen wir dann mit Lemma 3. Die in Lemma 4 und Lemma 5 angestellten
Betrachtungen iiber den Zusammenhang zwischen dem bei Kenntnis von i erwarteten und
dem tatsichlichen Aufenthaltsort der Trajektorie eriibrigen sich: die Aufenthaltsorte fallen
Zusammen.

Bemerkung 4
Sind alle K; strikt kontraktiv, vereinfacht sich der Beweis des Satzes erheblich.

N
In [BE] und [E]ist K(x, *)= Zpiéwx (+} keine Transformation, der Beweis fiir K ist
i=1 {
nicht analog dem Beweis einer Konvergenz fiir genau eine Transformation w. In der
N
vorliegenden Arbeit jedoch ist K(x,*)=) piK1( x, *), Kist strikt kontraktiv, wenn alle
i=1

K; strikt kontraktiv sind, und es muB nur noch ein Kern K = K; mit p; = 1 betrachtet
werden. Dann fallen Z - ProzeB und Y - ProzeB zusammen, und aus dem zufélligen Prozef§

in Z4(S) ZZ(?) =VK K. ... K, wird der deterministische Z;'(i) =vKK..K=vK" = ?;’(i) der
1 2 n

wegen der strikten Kontraktivitit von K fiir beliebigen Startpunkt v € #74(S) konvergiert
gegen p. € Z4(S) nicht mehr nur Pg -fs., sondern fiir alle i. Das invariante Ma8 auf 771(S)
ergibtsichsoalsp =3 .

'h

Dann werden Lemma 3 und Lemma 4 aus diesem Kapitel gegenstandslos, und wir kommen
zu Satz 2 allein mit Lemma 5.
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A. Programmbeschreibungen

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden von uns zwei Programme erstellt, auf die wir
im folgenden eingehen wollen. Die Funktionen der Programme sind so gewihlt, daf die
wichtigsten Punkte der Arbeit unterstiitzende Anschauung erfahren. Auch wird ein
Ausblick auf die im Rahmen dieser Arbeit nicht untersuchten praktischen Anwendungen

der iterierten Funktionensysteme gegeben: Die Komprimierung von Bildern, insbesondere
auch dreidimensional, sowie die Konstruktion der zur Komprimierung notwendigen
affinen Abbildungen.

Die Programme decken die Rechnersysteme SGI Indigo, Atari ST/TT, PC und Apple
Macintosh ab.

A.1 Version fiir SGI Indigo, Atari ST/TT und PC

Die Programme fiir die SGI Indigo, Atari ST/TT und PC wurden in C (MIPS C, PureC und
ZORTECH C++) geschrieben; der Quelltext ist fiir alle Versionen identisch. Ebenso wurde
eine einheitliche Benutzerschnittstelle fiir alle Versionen gewihit.

Die Bedienung wird iiber ein Popup-Menii vorge- FRAGGLES 2 © 1993 J.Uoorgang
. . F i -
nommen. Es werden siebzehn Funktionen zur Ver- Sterpinski (affine fAbb.)
. . . . ii{ F »
fiigung gestellt, die durch Anklicken ausgewihlt Mosse Sierpinski  »
oo . : Finpunkte Farn "
werden kénnen. Alle Funktionen sind als selbst- Fispunkte Sierpinksi »
. ' . Farn (Ubergangskern)
ablaufende Demonstration ausgelegt, d.h. daB keine Sierpinski s;ne
. x . s Masse Farn hd
EinfluBnahme im Sinne von z.B. geeigneter Para- Masse Sierpinski "
= s Zufaellige lrrfahrt
meterwahl notwendig ist. 30 Farn
30 Sierpinski
Jede Funktion kann durch Druck auf die linke Einzelteile Farm
Einzelteiie Sierpinski
Maustaste abgebrochen Werdene Rechieck {deterpinistisch)
Smiley »
Quit

Die Funktionen lassen sich in sechs Gruppen einteilen, die im folgenden beschrieben

werden. Die theoretischen Grundlagen werden in Kapitel 2 abgehandelt.

Affine Abbildungen

Diese Gruppe von Funktionen erzeugt Fraktale iiber affine Abbildungen. Verwendet
wurden dazu die aus [B] bekannten affinen Abbildungen fiir den Farn und das Sierpinski-
Dreieck (siche 3.1).
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Der zugehdrige Markoffprozef wird definiert iiber
N \
K(Xle) = i;pl 5Wix(gf s

Es entstehen die Fraktale Farn (Bild 1) und Sierpinski Dreieck (Bild 2).
Bild 3 und 4 zeigen die MaBentwicklung der Fraktale, d.h. es wurden 10000 Punkte (Start

in (0,0)) in ihrer zeitlichen Entwicklung von der Startverteilung hin zur invarianten
Verteilung berechnet (s. Bsp. 3.1.1).

Bild1: Farn (affin)

Bild 2: Sierpinski-Dreieck (affin)
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Bild 4: Mapentwicklung Sierpinski-Dreieck (affin)

Um den EinfluB der affinen Abbildungen auf das Fraktal zu untersuchen, werden die
Fixpunkte der einzelnen Abbildungen berechnet und gezeichnet. Hier ist gut zu
erkennen, wie die Lage der Fixpunkte #hnlich ist zur Charakteristik des Fraktals.
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Bild 6: Fixpunkte der Sierpinskiabbildungen

Ubergangskerne

Die bisher benutzten affinen Abbildungen werden nun durch Ubergangskerne ersetzt.
Konkret wird um den Bildpunkt der bisher verwendeten affinen Abbildung in einem
kleinen Bereich gleichverteilt, die Fraktale erhalten einen verwaschenen Eindruck.

Der zugehorige MarkoffprozeB wird definiert durch
K(x*) =) p, K(x°)
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Danach (Bild 9 und 10) folgt wieder die MaBentwickung bei der Beobachtung von 10000
Punkten (s. Bsp. 3.1.1).

Bild 8: Sierpinski-Dreieck (Ubergangskerne)
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Bild 10: Mafentwicklung Sierpinski (Ubergangskerne)
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Zufillige Irrfahrt

Die zufillige Irrfahrt entsteht durch die Anwendung einer Gleichverteilung um den Punkt
selbst als Ubergangskern.

Bild 11: Zufillige Irrfahrt
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Dreidimensionale affine Fraktale

Wiihrend die bisherigen Beispiele zweidimensional waren, folgen hier Farn und Sierpinski-
Dreieck im dreidimensionalen Raum (vgl. [B]). Die rdumliche Anschauung wird durch
Farbschattierungen unterstiitzt; tiefere Raumpunkte werden dunkler dargestelit.

Bild 12: Dreidimensionaler Farn (affin)

Bild 13: Dreidimensionaler Sierpinski (affin)
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Einzelabbildungen

Neben der Betrachtung der Fixpunkte der affinen Abbildungen geben auch die Bilder des
Fraktals unter jeweils einer Abbildung einen Eindruck des Einflusses der Abbildungen.

Bild 15: Einzelteile des Sierpinski-Dreiecks
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Deterministische Fraktale

Die deterministische Erzeugung von Fraktalen und die Unabhingigkeit von der
Ausgangsmenge wird im folgenden Beispiel gezeigt. Ausgehend von einem Rechteck bzw.
einem Smiley wird das Sierpinski-Dreieck deterministisch erzeugt (s. Def. 2.1.4).

INNREN
l,—-IF—

T

o=

Bild 16: Sierpinski (deterministisch aus Rechteck)

Bild 17: Sierpinski (deterministisch aus Smiley)
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A. 2 Version fiir Apple Macintosh

Das Programm FRAGGLES wurde in True Basic fiir Apple Rechner geschrieben.
Das Programm simuliert IFS-Fraktale auf dem Computer. Dabei wird ausgehend von einem
Startpunkt im R 2 (hier (0,0)) in jedem Schritt gem&B vorgegebener Wahrscheinlichkeiten

~—eine von endllich vielen affinen Transformationen ausgewahlt und diese auf dem letzten
Punkt angewandt:
—f{fab e
i (25) ) ‘

Die Trajektorie erzeugt empirisch den Attraktor des zu den Tranformationen mit
Wahrscheinlichkeiten gehbrenden Systems iterierter Funktionen (IFS).

Theoretische Grundlagen finden sich in Kapitel 2.

Bedienung
Das Programm wird iiber die Tastatur bedient.

Beim Programmstart sind zwei Fenster zu sehen: Im linken, dem Fraktalfenster, soll das
Fraktal gezeichnet werden, im rechten, dem Wertefenster, stehen die Parameter einer
Transformation des gezeichneten Fraktals, allgemeine Parameter und die Grenzen des
Bildausschaittes.

START Die Berechnung und die Zeichnung nach den eingestellten Parametern bzw.
nach den Defaultwerten startet, wenn die Taste "3" gedriickt wird. Der
eingestellte Default ist der Farn.

VORGEGEBENE FRAKTALE  Als voreingestellte Trajektorien lassen sich der Farn mit
"f" und das Sierpinskidreieck mit "s" wihlen.

e

S A & S
SALDEDAD
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TRANSFORMATIONSWERTE Die 6 oberen Zahlen im Wertefenster sind die Parameter a-f
einer Transformation wie in (¥*). Sie werden ausgewihlt iiber den Ziffernblock
der Tastator:
amit"7"  bmit"8" € mit "9"
cmit"4"  dmit "5" f mit "6" ,

dann kénnen sie mit "+" und "-" veridndert werden.

%

Diese zwei Fraktale ergeben sich mit wenigen Anderungen aus dem Farn.

WAHRSCHEINLICHKEITEN  Die zur Transformation gehdrende Wahrscheinlichkeit
wird mit "0" ausgewihlt und mit "+" und "-" verindert. Die Summe der
Wabhrscheinlichkeiten wird angegeben und sollte 1 betragen.

Die Grafik zeigt ein Sierpinskidreieck, bei dem die Transformationen die
Wahrscheinlichkeiten p; = 0.13, p2 = 0.34 und p3 = 0.53 haben.

TRANSFORMATIONEN Zu einer anderen zum IFS gehérende Transformation kann
man wechseln, indem man "1" driickt und mit "+" und "-" zwischen den
Transformationen hin- und herwechselt. Welche der Transformationen gerade
angezeigt wird, ist an der Angabe "Matar. =" (fiir Matrixnummer) ersichtlich.

ANZAHL DER TRANSFORMATIONEN Die Anzahl der Transformationen eines IFS
ist angegeben neben "#Mat=" (fiir Anzahl der Matrizen). Sie wird angesteuert
mit "2" und mit "+" und "-" verdndert. Verringert man die Zahl der
Transformationen, wird diejenige mit der hochsten Nummer gel6scht und die
Summe der Wahrscheinlichkeiten verringert sich entsprechend. Erhoht man die
Zahl der Transformationen, so wird eine neue Transformation hinzugefiigt, bei
der alle Eintrige und dic Wahrscheinlichkeit 0 sind. Sie konnen dann wie oben

beschrieben verindert werden.
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SCHRITTWEITE Die Schrittweite der Verinderung mit "+" und "-" wird
angegeben neben "step=" und verdndert mit "h" und "1" fiir high und low.

BILDAUSSCHNITT Der Bildausschnitt, d.h. jeder Randwert des Fraktalfensters,
kann verindert werden. Normalerweise wird ein fiir das Fraktal angemessener
Bildausschnitt aus den ersten 1000 Punkten berechnet. Dann werden Maxima
und Minima des Fraktals neben "Xmax=", "Xmin=", "Ymax=" und "Ymin="
angezeigt. Dariiber steht "variabel” als Indiktor dafiir, daB die Werte nach 1000

Punkten errechnet wurden. Die Verinderung des Bildausschnitts wird iiber "x",
"y" und "a" gesteuert. Zur Verinderung des unteren Bildrandes driickt man "y",
des linken "x", des oberen "y" und "a" (fiir mAximum) und des rechten "x" und
"a". Dann erscheint ein Rahmen in der GroBe der rechts angegeben
Extremalwerte, der mit "+" und "-" veridndert werden kann. Gleichzeitig dndert
sich im Wertefenster der entsprechende Extremalwert und "variabel” wird ersetzt
durch "fest", um anzuzeigen, da die Extrema vom Bediener des Programmes
gesetzt wurden. Nach dem Verédndern des Bildausschnittes kann dann neu
berechnet und gezeichnet werden. Die Defaultwerte der Extrema werden wieder
angenommen, wenn man "n" driickt. Dann wird "fest" wieder durch "variabel"
ersetzt. Die Vergroferung des vom Programm berechneten Bildausschnittes
bewirkt beim Neuzeichnen, daB das faktisch gleich groe Fraktal kleiner als
vorher dargestellt wird, wihrend eine Verkleinerung des berechneten
Bildausschnittes beim Neuzeichnen einen Ausschnitt des Fraktals vergroBert.

o

Die Grafik zeigt die vergroBerte Spitze des Farns.

FIXPUNKTE Durch Driicken von "u" werden die Fixpunkte der
kontraktiven Transformationen berechnet und angezeigt. Nach nochmaligen
Driicken werden sie nicht mehr angezeigt.
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KERNE Neben Transformationen lassen sich auch Ubergangskerne zur Erzeugung von
IFS-Fraktalen verwenden. Das Driicken von "k" (fiir Kerne) erzeugt ein solches
Fraktal, bei dem als Ubergangskern eine Gleichverteilung in einem Quadrat um
den durch reine Transformation erhalienen Punkt gewihlt wird. Es ergibt sich
eine Verwischung des urspriinglichen Fraktals.

STREUUNG Wie groB das Quadrat der Gleichverteilung ist, 148t sich
mit "r" und "+" und "-" einstellen und wird neben "r*1000" angezeigt. Der
Parameter wird in Tausendstel des Bildausschnittes angegeben.

MEHRERE TRAJEKTORIEN Es ist auch moglich, mehrere Trajektorien unabhéngig

voneinander laufen zu lassen. Das wird erreicht, wenn man "m" (fiir MaBe)
driickt.

Die Grafik zeigt die Ausbreitung von 1000 Trajektorien mit Start in (0,0) zu den
Zeiten 4 und 15.

ANZAHL DER TRAJEKTORIENDie Anzahl der unabhéingig voneinander
laufenden Trajektorien LBt sich mit "p" (fiir Punkte) und "+" und "-" einstellen.

ABHANGIGE TRAJEKTORIEN Es konnen auch mehrere Trajektorien
erzeugt werden, die abhiingig voneinander in dem Sinne sind, daB ihnen die
gleiche Transformation zugrunde liegt, aber sie sich noch durch die zusitzliche
Verteilung mittels des Kerns unterscheiden. Das 148t sich mit "j" erreichen.
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TRANSFORMATION ZEIGEN Durch Driicken von "t" wird die Wirkung
einer speziellen Transformation gezeigt. In jedem Schritt wird dann die im
Wertefenster angezeigte Transformation noch auf den errechneten Punkt
angewandt.

FENSTER LOSCHEN Das Fraktalfenster wird durch Driicken von "c" (fiir clear)
geldscht.

HILFE  Wird "*" gedriickt, so erscheint anstelle des Wertefensters ein Hilfefenster, in
dem die Tastaturbelegung nachgelesen werden kann.

IRRFAHRT Als voreingestellte Trajektorie 148t sich auch eine
zufillige Irrfahrt mit "z" wihlen. Diese ist kein IFS-Fraktal und wird erzeugt,
indem als einzige Transformation die Identitit gew#hlt und mit "r" (s.0.) darum
gestreut wird. Danach muB mit "k" (s.0) gestartet werden, da sonst der Punkt bei
Iteration in (0,0) verbleibt.

HALT Die Berechnung und Zeichnung wird durch Driicken einer beliebigen Taste
angehalten.

ENDE Um das Programm zu verlassen, driickt man "Esc".



